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将互补约束与控制障碍函数统一用于安全的全身
机器人控制

Rafael I. Cabral Muchacho 1 , Riddhiman Laha 2 , Florian T. Pokorny 1 , Luis F.C. Figueredo 2,3 , and
Nilanjan Chakraborty 4

Abstract—对安全关键的全身机器人控制要求反应方法，以
确保实时避碰。互补性约束和控制屏障函数（CBF）已经成为
确保这些安全约束的核心工具，每个领域都得到了充分的发展。
尽管它们解决了类似的问题，二者之间的联系仍然大多尚未被探
索。本文通过正式证明在采样数据的一阶系统的单个和多个约束
场景中，这两种方法的等价性来弥合这一差距。通过证明这种等
价性，我们提供了对这些技术的统一视角。这种统一具有理论和
实际意义，有助于在互补性和 CBF 框架之间交叉应用鲁棒性保
证和算法改进。我们讨论了这些协同效益，并鼓励在更一般的情
况下比较这些方法的未来工作。

Index Terms—Autonomous Robots, Optimal control,
Constrained control, Robotics.

I. 介绍
在全身机器人控制中，安全保证通常需要严格避免碰撞

和约束违反，包括距离阈值、操作器约束、输入约束和其
他要求 [1]–[3] 。两个在形式化安全关键规划和闭环动态
控制中表现出显著效果的著名数学框架是基于互补的方
法 [4]–[7] 和控制障碍函数（CBFs） [8]–[10] 。对于反应
性行为，这两种表达形式都通过一个在线优化程序确保约
束满足。
虽然两种方法都涉及相似的安全性和控制方面，但它们

的研究发展主要是平行发展的。因此，这两个框架之间的
重要联系仍未被探索，包括它们潜在的数学结构和等价性
的方面。我们旨在通过研究安全全身机器人控制的案例来
揭示这两种方法之间的关系，在这种情况下，遵循采样数
据系统中的一阶动力学，以避免碰撞。
我们的主要贡献是在采样数据一阶闭环系统情况下，对

补性方法与整体机器人控制的 CBF 进行形式分析和证明
其等价性。在建立这种等价性时，我们的目标不仅仅是理
论方面。实际益处包括算法改进的传递、已建立的稳健性
和安全边际的转移，以及现有求解器的跨应用。最后，我
们提供了一个数值例子进行验证，并强调了双向方法中的
重要联系。
本文的其余部分组织如下。在第 ?? 节概述相关工作之

后，第 II 节介绍了符号和安全全身机器人控制的问题。第
III 节描述了补充性和 CBF 方法作为安全控制的预备工
作，以便进行形式比较。我们的主要结果在第 IV 节中给
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出，并在第 V 节中通过一个数值例子验证。最后，第 VI
节提供了一些最终结论和未来工作的方向。
在整个身体安全控制的背景下，构建通过设计确保安全
的动态系统至关重要。换句话说，数学工具应正式保证无
碰撞运动。动态环境中尤其需要这样的工具，这些环境需
要反应性的方法。设计策略包括基于互补方法 [4], [7] 和
CBF 方法 [8], [9] ，以及其他方法 [11]–[13] 。本文着重
于局部方法，这些方法优先考虑整个机器人表面上的避免
碰撞，而非轨迹跟踪或目标收敛。
基于互补性的算法长期以来在控制理论和机器人学中被
用来处理非平滑约束，例如，刚性接触、输入界限和计算
动力学 [14]–[16] 。从控制的角度来看，线性互补性约束可
以被视为分段仿射条件，自动地基于接触状态或距离阈值
激活或停用约束，从而确保每一步的安全行为。具体来说，
带有互补性约束的优化问题用于表示刚体接触的非“粘合”
方式（非渗透） [17] ，并且可以高效解决 [18]–[21] 。这
些方法反过来又激发了在线性互补问题（LCP）的有效合
规控制中的使用，例如，在移动机器人避障 [6] 、安全的
全身机器人控制 [7] 和运动规划扩展中 [4], [5] 。
另一方面，控制屏障函数 [8]–[10] 根植于类似李雅普诺
夫的前向不变论证。在特殊情况下，CBF 可被转化为凸二
次规划，这又在运行时解决以实施对状态的约束，并保持
系统轨迹在安全集合内。通过 CBF 的无碰撞控制在复杂
闭环机电系统的背景下已经被广泛使用 [8] 。对于像机械
臂这样连接的系统来说，已经提出了屏障型方法以在运动
学 [22] ，以及动力学水平 [23], [24] 上维持安全。关键的
结论是，在机器人配置空间中可以定义一个安全集，为结
果的无碰撞轨迹提供安全保证而无需连续重新规划。此外，
CBF 方法还被应用于涉及人机物理协作的任务 [25], [26]
，其中核心思想是设计一个不仅依赖于系统状态还依赖于
时间的函数。 [27], [28] 的作者研究了一个类似的想法来
处理操作空间约束，包括作为 CBF 约束的避障。对于在
连接机器人背景下 CBF 作为安全避碰工具更详细的教程
式使用，我们建议感兴趣的读者参考 [29] 。

II. 预备知识
我们首先考虑完全驱动的系统

q̇ = u, (1)
，其中具有 n 维关节状态 q ∈ Q ⊂ Rn 和控制输入 u ∈
U ⊂ Rn 。设状态约束由标量函数 hj ∈ C1

loc 描述，即具有
局部 Lipschitz 的一级导数，

hj : Rn → R, j = 1, . . . ,m, (2)
每一个定义约束 hj(q) ≥ 0 。安全集 Ω 由零超水平集

Ω :=
{
q ∈ Q : hj(q) ≥ 0 for all j

}
, (3)
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给出，其中梯度 ∂
∂qhj(q) 在边界上局部 Lipschitz 连续且

非退化，

∂Ω := {q ∈ Q | hj(q) = 0, ∃j ∈ [1, . . . ,m]; (4)
hi(q) ≥ 0, ∀i ∈ [1, . . . ,m] \ j}. (5)

我们将 h ∈ Rm 称为约束函数的（列）向量。

A. 安全整体机器人控制的约束
我们专注于安全的全身机器人控制任务。这里的目标是

让机器人按照运动策略行进，同时避免机械手连杆与环
境中的障碍物发生碰撞。为此，可以将约束函数 hi 定义
为机器人第 i 个连杆与任务空间中的障碍物集合之间的
最小距离。让点 pc,i 为连杆表面上最接近相应障碍物表
面点 po,i 的点，则 hi(q) = ‖pc,i − po,i‖ 。配置的映射由
fc,i : Q → Rd 给出，其中 d 是任务空间的维度，Jc,i 是接
触雅可比矩阵。由于欧几里德距离函数的梯度与单位法线
ni 一致，我们通过链式法则得到

∂hi

∂pc,i
=

pT
c,i − pT

o,i

‖pc,i − po,i‖
= nT

i ,
∂hi

∂q
= nT

i Jc,i. (6)

。

Remark 1. 到非凸形状的距离函数几乎总是处于 C1
loc 。

虽然在实际中这不是一个限制，但可以通过将环境和操作
器表示为任意精度的球的并集来获得一个有效的理论构
建。然后，可以为每对球定义约束条件 hi ，并确保每个约
束条件都是 C1

loc 。作为球基表示的替代方法，还可以利用
C1
loc 的欧几里得距离松弛来处理非凸对象 [30]–[32] 。

所提出的全身安全约束可以通过下面描述的方法用于快
速变化环境中的安全和反应性机器人控制。

III. 安全控制方法
为了跟踪期望的末端执行器轨迹，通常通过微分逆运动

学由关节速度给出一个名义输入轨迹。为实现机器人的安
全全身控制，通常采用两种方法：(i) 补充性方法，这些方
法被公式化为具有线性互补约束的二次规划（LCQP），以
及 (ii) 通过控制障碍函数的保持不变性方法。在本节中，
我们总结了这些方法并将其简化为原始形式，为它们的比
较做准备。

A. 基于互补性的的方法
互补性约束是由

0 ≤ a ⊥ b ≥ 0, (7)

表示的非线性和非凸约束，这些约束代表了

0 ≤ a ∧ ab = 0 ∧ b ≥ 0. (8)

。这种形式的约束已成功用于表示接触动力学，如在 [17],
[33], [34] 中，并激发了用于机器人操纵器的安全运动动力
学和整体控制的方法 [4], [7] 。
通过互补约束，整体碰撞避免中的目标行为可以表示为
一个切换系统，当距离函数超过预定义的阈值时，补偿接
触的速度被限制为零 [6], [7] 。在数学上，这种切换机制
由互补条件描述，

0 ≤ λi ⊥ hi − δLC,i ≥ 0, (9)

其中 i 索引特定的连杆和障碍物对，δLC,i 表示安全阈值。
在这里，术语 λi ∈ R>0 作为运动单位法向量 ni ∈ Rd 的
缩放因子。
互补性约束在下一时间步通过一阶近似和时间步 τ 进行
评估，从而得到微分互补问题（DCP）公式

hi(qt+τ ) ≈ hi(qt) + τ ḣi(qt) (10)
0 ≤ λi ⊥ hi(qt+τ )− δLC,i ≥ 0, i = 1, . . . ,m (11)

0 ≤ λ ⊥ h(qt+τ )− δLC ≥ 0. (12)

利用先前的定义和 J†
c,ini = (nT

i Jc,i)
† ，其中 † 表示

Moore–Penrose 逆，可以将配置空间中的速度（输入）参
数化为

u = udes +

m∑
i=1

J†
c,iniλi (13)

为了将政策以矩阵-向量形式提供，我们定义了运算符

G : Rm×n → Rn×m, G : x 7→
[
x†
1 . . . x†

m

]
, (14)

，其中每个 x†
i 是 i 行 xi 的 Moore–Penrose 逆矩阵 x 。

使用运算符 G ，现在

u = udes +G
(

∂h
∂q

)
λ. (15)

。最后，我们在线性互补性约束下定义状态相关的可行集
合

ULC = {u = udes +G
(

∂h
∂q

)
λ | λ ∈ Rm,

0 ≤ λ ⊥ h+ τ ∂h
∂qu− δLC ≥ 0}. (16)

。
可以将优化问题表述为

u∗
LC,k = arg min

uk

‖uk − udes(qk)‖2

subject to uk ∈ U (k)
LC (qk),

(17)

，其中 uk 是 λk 的函数。注意，集合 (16) 的一般形式可
以表述为

XLC = {x = G (ALC)λ | λ ∈ Rm,

0 ≤ λ ⊥ ALCx− bLC ≥ 0}, (18)

，其中包括 ALC = ∂h
∂q 、bLC = 1

τ (δLC − h) − ∂h
∂qudes 和

x = u− udes ，恢复原始集合。

B. 基于 CBF 的方法
一种相关的安全控制方法通过控制屏障函数（CBFs）和
基于 QP 的控制 [8], [9] ，以及通过向量场不等式方法
[35] 已经被开发出来。在本节中，我们总结了 [10] 中关于
采样数据或离散系统中 CBFs 的相关结果。对于控制仿射
系统，CBF 理论中一个重要的结果是任何满足 Lipschitz
连续控制输入 u(q) 的

∂
∂qhi(q)u+ αi(hi(q)) ≥ 0, i=1, . . . ,m, ∀t≥0, (19)

，其中 αi 是一个类- κ 函数，会使 Ω 向前不变 [9], [10] 。
在 CBF 的意义上，前向不变集描述了闭环轨迹从集合内
开始，也在所有未来时间内保持在集合内。
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对于离散或采样数据系统，考虑使用时间步长为 τ 的
ZOH 控制律。满足

∂
∂qhi(qk)uk + αi(hi(qk)− δCBF,i) ≥ 0, (20)

i = 1, . . . ,m, k = 0, 1, . . . ,

的 ZOH 输入轨迹在采样状态 qk 时确保 Ω 的前向不变
性。约束 (20) 使用来自 [10] 的物理裕度公式，即，变量
δCBF,i 被设计为采样动力学的全局 Lipschitz 常数的函数，
并保证底层连续系统的安全性。
在这些约束下，uk 的可行集合定义为

UCBF(q) :=
{
u ∈ Rn | i = 1, . . . ,m,
∂hi

∂q u+ αi(hi − δCBF,i) ≥ 0
}
.

(21)

。该集合是凸集，因此可以将 (21) 嵌入到 QP 中，

u∗
CBF,k = arg min

uk

‖uk − udes(qk)‖2

subject to uk ∈ U (k)
CBF(qk).

(22)

。这个 QP (CBF-QP) 确保了 uk 在 和 m 约束 hi(·) 下保
持可行。
注意，集合 (21) 的一般形式可以表示为

XCBF = {x ∈ Rn | ACBFx− bCBF ≥ 0}, (23)

与 ACBF = ∂h
∂q 、bCBF = α(δCBF − h) − ∂h

∂qudes 和 x =

u− udes ，恢复原始集合。

IV. 解的等价性
我们通过比较对应问题的一般形式的最优解来证明问题

(22) 和 (17) 的解 u∗
LC 和 u∗

CBF 是等价的。首先，我们考
虑单约束的情况，然后在定理 1 中，对结果进行形式化和
泛化到多约束的情况。

A. 单约束情况
最初，我们考虑单个碰撞约束的情况，以获得直觉。其

中，我们展示了在最小偏差目标下互补约束的冗余性，使
用期望的关节速度 q̇des 。

LCQP 可以通过 λ 重新表述为

u∗ = q̇des + J†
cnλ

∗ (24)
λ∗ = argmin

λ
‖J†

cnλ‖2 = argmin
λ

‖λ‖2 (25)

s.t. q̇ = q̇des + J†
cnλ (26)

0 ≤ λ ⊥ h+ τnTJcq̇ ≥ δ, (27)

，假设 ‖nTJc‖ 6= 0 。展开互补约束，我们得到

0 ≤ λ ⊥ h+ τnTJc(q̇des + J†
cnλ) ≥ δ (28)

0 ≤ λ ⊥ h+ τnTJcq̇des + τλ ≥ δ, (29)

，它表示这三个约束，

0 ≤λ ∧ (30)
λ(h+ τnTJcq̇des + τλ− δ) = 0 ∧ (31)

h+ τnTJcq̇des + τλ− δ ≥ 0. (32)

。

为了证明问题的等价性，我们展示了唯一的限制约束
是 (32) 。仅考虑

λ∗ = argmin
λ

‖λ‖2 (33)

s.t. h+ τnTJcq̇des + τλ− δ ≥ 0, (34)

中的右侧不等式约束 (32) ，这导致了一个标准的 QP 公
式。根据所需的关节速度，三个不同的情况涵盖了可能的
解：

a. h+ τnTJcq̇des − δ > 0, =⇒ λ∗ = 0, (35)
b. h+ τnTJcq̇des − δ = 0, =⇒ λ∗ = 0, (36)
c. h+ τnTJcq̇des − δ < 0,

=⇒ λ∗ =
1

τ
(δ − (h+ τnTJcq̇des)) > 0. (37)

。在这三种情况下，最优解都是非负的，因此不等式约束
(30) 总是满足的。
在情况 (a.) 和 (b.) 中，由于 λ∗ = 0 的原因，等式约束

(31) 直接被满足。在情况 (c.) 中，最优的 λ 为正，这导致
了 h+ τnTJcq̇des + τλ∗ = δ ，进而也满足了 (31) 。通过
约束 (30) 和 (31) 显示出的冗余性，我们得出结论：问题
(24) - (27) 和 (33) - (34) 的最优解是等价的。

B. 一般情况
通过原始形式的优化问题考虑多重约束情况，我们在定
理 1 中证明了最优解的等价性，这推广并形式化了单一
约束的分析。
为了在两种表达形式之间进行映射，我们首先找到这两
种方法中变量和参数之间的对应关系。由于 ACBF = ALC
，并且

bCBF=bLC ⇐⇒ α(δCBF − h)= 1
τ (δLC − h), (38)

，当 αi(x) = τ−1x 时，两种方法共享相应的 A 和 b 变量，
并且在使用相同边距 δ = δLC = δCBF 时也是如此。
在下面的定理中，集合 X0 对应于 CBF-QP 形式，集
合 X1 对应于 LCQP 形式，并选择参数使得 A = ALC =
ACBF 和 b = bLC = bCBF 。

Theorem 1 (Equivalence of Solutions). 设 b ∈ Rm 和
A ∈ Rm×n ，行数为 ai ，假设 ‖ai‖ 6= 0 。使用 G 如同
在 (14) 中一样，定义

X0 := {x ∈ Rn | Ax− b ≥ 0} and (39)
X1 := {x = Hλ | λ ∈ Rm, 0 ≤ λ ⊥ AHλ− b ≥ 0},

(40)

，其中 H = G(A) 。那么问题

min
x

1
2‖x‖

2 subject to x ∈ X0 and (41)

min
x

1
2‖x‖

2 subject to x ∈ X1 (42)

具有相同的最优解。

下面的形式证明扩展了以下论点。由于问题 (41) 是凸
的，相应的 KKT 条件是最优性的必要且充分条件。这
些条件确保了 x ∈ rowsp(A) ，以及互补松弛性。由于
rowsp(A) = rowsp(H) ，因此问题 (41) 的极小化解也是
问题 (42) 的一个可行且最优的解。标准参考见 [36] 。
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证明. 如果 x ∈ X1 ，则根据定义存在 λ ，其中

x = Hλ, 0 ≤ λ ⊥ AHλ− b ≥ 0.

由于 AHλ ≥ b ，因此得到 x ∈ X0 ，所以 X1 ⊆ X0 。
问题 (41) 是一个具有线性约束的凸二次优化。令 x∗

0

是问题 (41) 的一个最优解。根据 Karush-Kuhn-Tucker
(KKT)条件，存在 λ∗ ≥ 0使得（原问题可行性）Ax∗

0 ≥ b
，（对偶问题可行性）λ∗ ≥ 0 ，（互补松弛性）λ∗

i ((Ax∗
0)i−

bi) = 0 ∀ i ，（平稳性）x∗
0 −ATλ∗ = 0 。

注意，ATλ∗ 位于 A 的行空间内。根据 a†
i =

aT
i

∥ai∥2

的定义，得出 H 将 Rm 映射到 A 的行空间。这进
一步意味着 AH 是半正定的，并且 λ′

i = ‖ai‖2λ∗
i 与

x∗
0 = ATλ∗ = Hλ′ 。
因此，

x∗
0 = Hλ′, 0 ≤ λ′ ⊥ AHλ′ − b ≥ 0,

和任何 (41) 的最优解 x∗
0 都在 X1 内。由于 X1 ⊆ X0 ，这

也就意味着 X0 和 X1 的最小值必须相同，即问题 (41) 和
(42) 具有相同的最优解。

作为定理 1 的结果，我们可以正式推广基于互补性的安
全控制框架 [5] 的唯一性结果。

Corollary 1 (Convexity of Safe Control). 由 于
ALCG(ALC) 是正半定的，描述机器人操控器速度控制
碰撞避免的线性互补问题，即 find u(λ) ∈ ULC ，是凸的。
此外，对于每一个状态 q 和期望输入 udes ，集合 ULC 是
凸的 [37] 。

C. 等价性的几何透镜
一个理解方法间等价性的有用视角是，通过 LCQP 的
线性互补性和基于 CBF 的控制器都受制于 Ax ≥ b 形式
的约束。这些约束可以被视为

∩
i{x : aix ≥ bi} ，其中每

一个 ai 描绘了一个约束边界的法向量——例如距离函数
的梯度。因此，与此线性约束相对应的可行集变为通过交
集形成的半空间 x : aix ≥ bi 的多面体或多面体锥。
证明一个候选控制在两个框架下都满足这些约束是建立

等价性的核心。这是通过映射 H 实现的。此外，通过 (41)
或 (42)解决定理 1时——分别在 (39)和 (40)下——最小
范数解 x∗ 必须与多面体的每个活动面正交，即 aix

∗ ≥ bi
。如果一个面是活跃的，相应的乘数 λ∗

i 严格为正，代表
保持 x∗ 在集合中所需的推动力。否则，λi 为空。在互补
性和基于 CBF 的方法中，这些乘数要么通过线性互补条
件产生，要么通过 KKT 平稳性和松弛性产生。正如定理
1 的证明中所示，这些条件完全一致，导致相同的正交投
影通过 H 映射到相同的半空间交集上，因此获得相同的
最优解。

D. 讨论
虽然我们展示了针对速度控制机械臂的考虑安全的全身

控制方法之间的等价性，但我们认为这对双向研究都有利，
并激励着未来的研究。具体而言，在这两个框架之间建立
直接对应关系可以实现算法改进和理论保证的转移。
我们提出，CBF 方法受益于与更大范围问题的联系，这

些问题更接近于接触应用并使用互补约束。此外，像 [4],
[5] 中的规划应用可能对基于 CBF 的规划方法的设计有用
的指导。另一方面，成熟的 CBF 理论对于离散互补方法

Fig. 1. 一个具有 3 自由度的平面机器人被引导从一个初始配置（左侧）
到达一个目标位置，其末端执行器通过星星表示。机器人遵循互补性和
QP-CBF 策略，导致相同的路径。中间的插图显示了沿路径的一个示例
配置，右侧的插图显示了机器人到达目标时的配置。右图中描述的符号
同样适用于左图和中间图。

是有帮助的，例如，采样数据的 CBF 也为有效的物理边
界和采样时间提供了正式的说明，这取决于系统和约束的
Lipschitz 常数 [10] ，确保了基于互补的方法的安全行为。
将分析扩展到更高阶动力学和其他更复杂的系统，可以进
一步建立这两种方法之间的联系。

V. 数值验证

我们通过在一个带有障碍物的模拟环境中对一个三自由
度（3-DoF）平面串联链机器人进行数值实验来验证获得
的等效结果。图 1 显示了环境以及沿无碰撞路径的一个示
例机器人配置。

A. 设置
该系统以时间步长 τ = 5,ms 进行模拟。连杆长度为 l =

(0.1, 0.05, 0.05)。一个半径为 0.05的单独圆盘形障碍物放
置在 (0.03, 0.170)T ，物理安全边界是 δ = 0.01。机器人的
底座位置在 pbase = 0 ，目标地点是 pg = (−0.05, 0.15)T

。末端执行器位置定义为 pee = fee(q) ，期望的关节速度
由

q̇des =
(
∂fee
∂q

)†
vdes (43)

vdes = kp(pg − pee)‖pg − pee‖−1. (44)

给出。
我们使用 quadprog 来求解 CBF-QP 公式，并使用

fmincon 来求解 Matlab (2024b) 中的互补问题，依赖
于解算器的标准参数和收敛容差。
由于障碍物是一个单一的圆盘，引入了三个标量约束，
每个约束都用于强制避免一个机器人连杆与障碍物之间的
碰撞。在图 1 中，每个连杆和障碍物表面上的最接近点对
以填充圆圈表示，并共享一致的颜色。
我们定义在时间步 k 的解误差为 ek = ‖uLC,k−uCBF,k‖
。每个时间步的解误差如图 2 所示；整个轨迹上的误差统
计为

[min,mean,max](e) = [1.1e-12, 1.5e-6, 1.5e-6]. (45)

。这些值表明由这两种方法计算的解在数值求解器的容差
范围内一致，支持所声明的等价性。
经过约束简化后的值 h′ = min(h) − δ 在整个运动过程
中始终为正，且为 min(h′) = 2.0 × 10−5 。每个时间步的
约束简化值如图 2 所示。这表明结果轨迹无碰撞并符合所
施加的物理边界。

www.xueshuxiangzi.com
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Fig. 2. 仿真每个时间步都会绘制安全约束 h′ ≥ 0 （顶部）和解误差 e
（底部）。

VI. 结论
我们描述并比较了基于 CBF 的方法和基于相补性的方

案，用于在离散时间一阶动态情况下实现安全和反应性全
身机器人控制。使用冗余论点，我们展示了在单约束情况
下最优解的等价性。通过凸优化中的 KKT 论点，我们证
明了在一般多约束情况下最优解的等价性。我们认为，这
一等价性结果为通常单独使用的各个方法提供了实际和理
论上的好处。这些方法可以引导出进一步的工具和见解，
从而有效地激励今后对更一般的系统和约束进行等价性分
析的工作。
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