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Abstract

大型语言模型（LLMs）通过逐步推理解决复杂问题。标准评估实践包括生
成完整的推理轨迹并评估最终答案的正确性。在本文中，我们通过提出以
下两个问题来挑战对最终答案的依赖：最终答案是否可靠地代表模型的最
优结论？替代推理路径能否产生不同的结果？为了回答这些问题，我们分析
称为子思考的中间推理步骤，并根据我们的发现提出一种方法。我们的方
法包括根据语言提示将推理轨迹分段为连续的子思考。我们首先提示模型
生成从每个中间子思考终点开始的延续。我们从源自不同子思考的每个完
成的延续中提取一个潜在答案。我们发现，通过选择最频繁的答案（众数）
来汇总这些答案，通常比仅依赖于原始完整轨迹得出的答案能显著提高准
确性。分析从不同子思考得出的答案的一致性揭示了与模型的自信程度和
正确性相关的特征，这表明有可能识别出不太可靠的答案。我们在各种大型
语言模型和具有挑战性的数学推理数据集（AIME2024和 AIME2025）上的
实验显示了一致的准确性改进，增益分别达到 13 %和 10 %。实施可在以下
网址获得：https://github.com/hammoudhasan/SubthoughtReasoner。

1 介绍

大型语言模型（LLMs）在被引导逐步阐述其推理过程中，表现出了解决复杂任务的非凡能
力 [28]。推理不仅需要通过扩大预训练规模来获得足够的知识基础，还需要在推理期间（测
试时计算）增加计算资源。这使模型能够参与类似于人类“系统 2思维”的深思熟虑的多步
骤推理过程 [14]，超越即时直观的“系统 1”反应 [14]。像 OpenAI的 o1 [12]和 DeepSeek-R1
[8]这样的模型证明了在测试时计算中扩展的重要性，即投入大量推理资源以生成详细的推
理线索，然后再产生最终输出。对这类模型的标准评估协议通常仅关注最终输出，即模型生
成一个推理线索并以最终答案结束，仅对此单一最终答案进行正确性评估。

然而，仅仅依赖最终答案可能会忽略隐藏在推理过程中的重要信息。这样隐含地假设单一
生成路径代表模型最后确定的推理结果，同时忽略了思维过程中的微小变化可能会导致不
同的、更准确的结论。这引发了一个基本问题：我们是否可以通过分析在整个推理过程中答
案的演变和一致性，来确立一个更可靠的评估语言大模型推理能力的方法？

在本文中，我们提出了一种方法，通过测试 LLM推理的内部一致性来研究这个问题。我们
的核心思想是中断推理过程的中间点或"子思考"，并检查从这些状态中得到的结论，如图 1
所示。具体来说，我们的方法包括：

1. 使用标准贪婪解码为给定问题生成一个初始的、完整的推理轨迹。
2. 将这一思路分割为一系列子思维，基于自然语言标记来进行分隔，这些标记通常指
示推理中的转变或进展（例如，“等等”，“或者”，“嗯”）。

3. 提示同一模型从中间状态开始生成完整解决方案（即每个累积的子思维序列之后）。
4. 从这些生成的推测中提取最终的数字答案，产生一组潜在答案，以反映在初始推理
结构内从不同点得出的结论。
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The length of a rectangular garden is 12 meters, and the width is 8 meters. What is the area of 

the garden?

Reasoning 

LLM

Question

To find the area of a rectangle, I need to multiply its length by its width.

Thoughts

The length of the rectangle is 12 meters and the width is 8 meters. So I'll calculate the area as 

length × width = 12 × 8.

Computing 12 × 8 = 96. So the area of the rectangular garden is 96 square meters.

Let me double-check this calculation. The formula for the area of a rectangle is length × width. 

With length = 12 meters and width = 8 meters, we get 12 × 8 = 96 square meters.

Therefore, the area of the rectangular garden is 96 square meters.

Solution

First, to find the area of a rectangle, I need to multiply its length by its width.

Hmm, the length of the rectangle is 12 meters and the width is 8 meters. I'll calculate the 

area as length × width = 12 × 8.

So, computing 12 × 8 = 96. So the area of the rectangular garden is 96 square meters.

Let me double-check this calculation. The formula for the area of a rectangle is length × 

width. With length = 12 meters and width = 8 meters, we get 12 × 8 = 96 square meters.

Actually, I think 12 x 8 is 50 not 96 square meters.
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Figure 1: 子思考分析。我们展示了通过检查中间推理步骤及其对应的答案（A1, . . . , A5），对
这些答案（Amode ）取众数通常比仅使用最终答案（Alast ）能够获得更好的性能，这也是
通常的方法。此图说明了一个例子，其中 Amode = 96是正确的，而 Alast = 50是不正确的。

这一过程为原始问题产生了一个答案分布。我们分析这个分布有两个主要目的：首先，我们
研究模型的答案在不同子思维阶段的演变情况。我们考察原始路径中的最终答案是否能一
致地从较早的点到达。我们还探讨模型在最终正确回答与错误回答问题之间，答案分布的
差异。我们假设，不同子思维序列中的答案不一致或高变异性可能表明困难或潜在错误，这
可作为低置信度或幻觉的信号。

其次，根据这一分析的见解，我们探讨将收集到的答案进行聚合是否能得到更稳健的最终
结果。具体来说，我们假设在所有生成的完成中，出现频率最高的答案（众数）代表了一个
更可信的结论，反映了在略微扰动的推理轨迹中的收敛性。

我们使用七个开源权重的 LLM在具有挑战性的数学推理数据集（AIME2024, AIME2025）上
的实验验证了这些假设。我们观察到，正确解答和错误解答的问题在一致性模式上确实存
在差异。此外，通过众数汇总答案相比仅使用初始思路中的最终答案显著提高了准确性，这
证明了我们分析的实际效益。

我们的贡献是：

• 一种系统分析 LLM推理的方法，通过生成和评估从中间子思维中得出的结论。
• 一项分析显示在推理过程中答案一致性如何演变，揭示正确解和错误解的不同模式，
并根据答案分布特征（例如，熵）提出检测错误的潜力。

• 实证证据表明，通过汇集子思考完成的答案，特别是通过取众数，可以显著提高准
确性，相较于标准的最终答案方法，在 AIME2024上提高达 13 %，AIME2025上提
高达 10 %。

• 比较贪婪与非贪婪采样策略用于生成子思想补全，强调它们各自的优点。

我们相信这些发现为理解 LLM推理的本质提供了有价值的见解，并表明超越单一最终答案
的评估可以解锁对模型能力的更细致理解，并可能导致性能评估的改进以及新的推理策略。
我们接下来将详细介绍我们的方法论，然后是实验设置和结果，最后讨论其影响。

2 相关工作

测试时间缩放和推理。 思维链（CoT）[28]提示是在测试时间或推理时间计算的扩展中的
一个关键工作。它明确要求大型语言模型（LLM）在得出最终答案之前生成一个结构化的推
理链。自洽 CoT [27]是一种 CoT变体技术，它用基于采样的解码替代贪心解码，以便采样
多个推理链并通过一致性聚合选择最佳答案。其他提示技术专注于构建引发推理的结构化
提示 [19, 21, 23]。搜索和计划提示技术将推理任务分解为一组子任务 [6, 15, 25, 31]。这些
方法可以归类为评估最终结果或推理过程的方法 [17]。基于提示的测试时间扩展技术引导
模型选择最佳推理链，而无需更新其参数。我们的方法利用从普通 CoT提示生成的完整推
理链。然后通过增加的子思维序列提示同一模型，以便在不同推理链长度时引出答案。然后
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类似于自洽 CoT，将答案的分布与众数进行聚合。值得注意的是，我们的方法可以与任何生
成显式子思维序列的测试时间扩展方法一起使用。

基于训练的推理。 基于训练的技术通过训练模型来增强其推理能力。这些方法的关键挑
战在于缺乏人工注释的逐步推理链。该方向的研究集中在开发自动生成有效推理轨迹的技
术或提出有效利用可用数据的训练技术。训练推理模型最简单的方法是通过监督微调 (SFT)
在推理轨迹 [10, 18]上对模型进行微调。其他研究表明，偏好学习进一步提升了推理能力。
[11, 13, 18]皆探讨了 DPO [22]。[16, 30]研究了逐步 DPO而不是结果级别。最近的大多数
方法通过利用强化学习 (RL)绕过了对注释推理链的需求。在这个方向上的一个特别成功是
在 GRPO [24]中，该研究表明，即使没有初始的监督微调步骤，RL也足以产生复杂的推理
能力。目前讨论的方法都使用显性自然语言推理轨迹。一系列近期工作探讨了使用隐性推
理来隐式表示推理链。这些方法侧重于将自然语言链压缩成更少数量的标记 [4, 5]。其他工
作引入了可学习的标记，这些标记被认为使模型能够在输出答案标记之前执行额外的非语
言步骤。[7, 26]。更有效地，[9]建议使用最后一层隐藏特征作为隐性推理标记，然后将其
反馈给模型以自回归地生成下一个标记。我们的方法是一种测试时方法，不更新模型参数。
它适用于任何在最终答案之前输出显性自然语言思维过程的推理模型。

推理模型中的过度思考现象。 在推理模型中，过度思考现象发生在模型为相对简单的问题
[3]生成过于详细和冗余的推理步骤时。这个现象削弱了推理模型的推断效率，并且在某些
情况下导致错误的答案。最近的一些研究通过引入基于长度的奖励来控制 CoT推理的长度，
明确解决了计算效率和推理质量问题 [2, 29]。s1方法 [20]引入了“预算强制”，通过目标提
示修改有效地控制计算。同样地，L1 [1]引入了长度控制策略优化（LCPO），精确管理推理
复杂性。与预算推理技术相反，我们的方法在高计算范围内运行。

我们的方法受到这样一种观察的启发：过度思考可能导致错误答案。它分析了随着模型持
续思考而进行的思维过程动态。它提取出一个自洽的答案，并通过测量模型答案的熵来提
供关于正确性的见解。

3 方法学

我们引入了一个分析 LLM推理的框架，通过检查初始推理过程中从中间步骤（“次想法”）
推导出的结论。该过程包括：1）生成初始推理轨迹，2）根据语言线索对其进行分段，3）从
这些中间点提示完成，4）提取所得答案，以及 5）分析这些答案的分布。

3.1 问题设置和初始轨迹生成

令 P 表示一个需要复杂推理的问题陈述（例如，数学证明或计算）。我们采用一种推理语言
模型，记为M，来解决 P 。该过程首先是制定初始提示 Π(P )，旨在指导M提供在特定
定界符内的逐步推理（例如，<thought>...</thought>），随后以指定格式给出最终答案
（例如， \boxed{Answer} ）。

使用这个提示，我们通过贪婪解码生成一个初始完整响应 Rfull ，以获得模型最可能的推理
路径：

Rfull = M(Π(P ), Paramsgreedy)
从这个完整响应 Rfull 中，我们提取两个关键组件：

• 主要的推理痕迹 T ，通常被识别为最终 <thought>...</thought>块中的内容。
• 最终答案 Alast ，提取自 Rfull 的结尾部分，通常遵循 \boxed{...} 的格
式。此提取是由一个专用的提取程序或模型完成，记为Mextract 。

这个答案 Alast 作为比较的基准，它是标准的方法，将初始轨迹结束时产生的单一答案作为
基线。

在我们方法的核心是将初始推理轨迹 T 分割成一系列有意义的中间步骤或子思想，记为
(s1, s2, . . . , sn)。这种分割旨在捕捉模型可能暂停、反思、改变方向或移动到其推理中的一
个明确的下一步的点。

我们基于来自一个预定义集合W 的词或短语的出现进行分割，我们将其称为子思考过渡标
记。这些标记通常表示反思、修正、排序或选择的探索。我们实验中使用的集合W 是：

3

www.xueshuxiangzi.com



Subthought Transition Markers (W)

"Wait", "Alternatively", "Another angle", "Another approach", "But wait",
"Hold on", "Hmm", "Maybe", "Looking back", "Okay", "Let me", "First", "Then",

"Alright", "Compute", "Correct", "Good", "Got it", "I don’t see any
errors", "I think", "Let me double-check", "Let’s see", "Now", "Remember",

"Seems solid", "Similarly", "So", "Starting", "That’s correct", "That
seems right", "Therefore", "Thus"

我们利用从W 导出的正则表达式来分割轨迹 T 。该模式确保来自W 的转换标志通常表示
新的子思考块 sj 的开始（对于 j > 1而言），并且标志本身被包含在 sj 的开头。如果在 T
内没有找到来自W 的标志，则整个轨迹被视为单一子思考（n = 1）。令 ⊕表示字符串连
接，原始轨迹可以重构为 T = s1 ⊕ s2 ⊕ · · · ⊕ sn 。

对于每个识别出的子思路边界 i ∈ {1, 2, . . . , n}，我们构建一个累积的部分思维轨迹 Ti，代
表到子思路 si 结束的推理过程：

然后，我们基于原始提示 Π(P )创建一个修改后的提示 Pi 。该提示 Pi 包含原始问题描述，
但将完整的推理轨迹 T 替换为部分轨迹 Ti 。Pi 被格式化为在适当的推理分隔符（例如，
<thought>...</thought>）内出现，并以一种促使模型M从该特定状态继续推理过程的
方式结束。令 Format(Π(P ), Ti)表示此格式化功能：

Pi = Format(Π(P ), Ti)

每个部分提示 Pi然后被反馈到相同的推理模型M中以生成一个补全Ci。连接Ri = Pi⊕Ci

形成一个完整的响应，从中间状态 Ti 开始。这一过程对每个 i从 1到 n重复，生成 n个完
整的响应变体。

我们尝试了两种不同的采样策略来生成这些补全 Ci ：

• 贪婪子思路完成（Paramsgreedy ）：使用温度 =0.0和 top-p=1.0。这一策略迫使模型
沿着由 Ti 定义的状态的确定性、最高概率的推理路径继续。

• 非贪婪次思想完成 ( Paramsdiverse ): 使用的温度为 1.0，顶端概率为 0.95。这鼓励随
机性，并允许模型探索从 Ti 延伸出来的替代的、潜在不太可能但仍可行的推理路
径。

重要的是要注意，用于分割的初始轨迹 T 始终使用 Paramsgreedy 生成。贪心和非贪心策略
的选择仅适用于从部分提示 Pi 生成 n补全 Ci 的过程中。

对于每个生成的响应变化 Ri = Pi ⊕Ci，从分思维 s1, . . . , sn后开始进行补全，我们提取最
终的数值答案 Ai 。这一提取使用的是与获取 Alast 相同的程序或模型Mextract ：

Ai = Mextract(Ri)

。Mextract 被设计用来强健地识别并隔离最终的数值答案，解析特定格式如
\boxed{...} ，或者如果预期格式不存在，则识别最显著的数值结果。这一过

程为原问题 P 生成了一组 n个潜在答案：

A = {A1, A2, . . . , An}
。这个集合 A捕捉了模型在被迫从不同的中间阶段完成推理过程时所达成的结论。

3.2 分析与聚合指标

答案集合 A构成了我们分析的基础。如结果部分所详述，我们首先分析该集合的性质，比
如答案 (A1, . . . , An)的演变及其分布（例如，使用一致性度量或熵），以理解稳定性如何与
正确性相关。

基于这一分析，我们评估汇聚这些答案的有效性。令 Atrue为问题 P 的真实答案。我们定义
一个正确性的指示函数：如果答案 A与 Atrue匹配则为 IsCorrect(A,Atrue) = 1，否则为 0。
我们使用两个主要指标比较表现，并以问题的数据集计算平均值：

我们的核心假设，通过实验探讨的是，分析集合 A可以提供有价值的见解。具体来说，通
过模式聚合响应，在贪婪和非贪婪完成策略两者中，相较于基线有显著改善 AccMostFreq ≥
AccLast 。
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4 实验

4.1 实验设置。

我们考虑两个数据集 AIME2024和 AIME2025，它们是基于美国邀请数学考试的。已知这两
个数据集都需要具备推理能力才能成功解决。

为了验证我们的假设，我们考虑了七个开源模型：DeepScaleR-1.5B-Preview、DeepSeek-
R1-Distill-Qwen-1.5B、DeepSeek-R1-Distill-Qwen-14B、EXAONE-Deep-7.8B、Light-R1-7B-DS、
QwQ-32B，以及 Skywork-OR1-Math-7B。对于答案提取（Mextract ） ，我们始终使
用了 Qwen/Qwen2.5-14B-Instruct ，明确地提示以提取最终的数值答案，格式为

\boxed{...} ，或者识别出最可能的最终数值结果。

为了实现高效推理，我们基于 VLLM库构建了我们的流程。在每次 LLM调用时，我们将新
生成的标记的最大数量限制为 8192。

4.2 跨子思想的回答演变分析

我们首先研究当 i从 1增加到 n时，如何从完成 i -th子思维 ( Ti )的推理中得出最终答案 Ai

的演变。图 2展示了在使用贪心子思维完成策略对 AIME2024中选定问题的不同模型时，此
演变过程。每个图展示了答案序列 A1, . . . , An （y轴）相对于子思维索引 i（x轴，标记为
“候选索引”）。图中还标记了真实答案 ( Atrue )、原始完整追踪中的最终答案 ( Alast )和序列
中出现最频繁的答案 ( Amode )。

我们观察到不同的模式：

值得注意的是，在我们的实验中，我们没有观察到 Alast 正确但 Amode 错误的情况。

4.3 答案分布熵和正确性

图 2中的视觉模式表明，A = {A1, . . . , An}中答案的分布携带了关于模型推理过程的信息。
为了量化该分布中的多样性或不确定性，我们计算每个问题的香农熵：

H(A) = −
∑

a∈Unique(A)

p(a) log2 p(a)

其中 p(a) = 1
n

∑n
j=1 I(Aj = a)是答案 a在序列 A中的频率。较高的熵表示不同答案的分布

更广（一致性较低），而较低的熵表示趋向于一个或少数几个答案的汇聚（一致性较高）。

图 3比较了最终回答正确（使用Alast作为最终答案）的问题与回答错误的问题在AIME2024
上使用贪心完成的三个不同模型中的答案分布的平均熵。

在所有模型中，我们观察到一个明显的趋势：正确回答问题的平均熵显著低于错误回答问
题的平均熵。这定量地证实了一个视觉观察，即成功的推理路径往往在子思维中表现出较
高的内部一致性，而不成功的路径通常以高变异性和探索各种（错误）结论为特征。未来，
这可以作为一个指标提供给用户，以指示模型答案正确的可能性。

4.4 子思维聚合提升准确性

基于定性见解，我们现在定量评估我们的中心假设：使用最频繁的答案（Amode ）是否比
使用最后一个答案（Alast ）能带来更高的准确性？我们在所有测试的模型和两个数据集
（AIME2024, AIME2025）之间比较AccMostFreq与基准AccLast。同时，我们通过报告Greedy
和 Non-Greedy完成的结果来研究分思想完成策略的影响。

图 4显示了主要的准确性结果。该图比较了基线最后答案准确性（AccLast ，蓝色条）与最
频繁答案准确性（AccMostFreq ，橙色条）在四种条件下的表现：AIME2024使用 Greedy完
成（左上），AIME2024使用 Non-Greedy完成（右上），AIME2025使用 Greedy完成（左下），
以及 AIME2025使用 Non-Greedy完成（右下）。条形图上方的数字表示绝对准确度百分比点
差（AccMostFreq − AccLast ）。

结果强烈支持我们的假设。使用众数（AccMostFreq ）汇总答案在几乎所有模型、数据集和
完成策略中均始终优于或与基准准确率（AccLast ）相匹配。改进可能是显著的：

5

www.xueshuxiangzi.com



DeepSeek-R1-Distill-Qwen-14B

6 12 18 24 30 36 42 48 54
Candidate index

200

210
An

sw
er

Problem #0

Amode = 204
Atrue = 204
Alast = 204

(a)一致正确

20 40 60 80 100120140160
Candidate index

0
200
400
600

An
sw

er

Problem #17

Amode = 7
Atrue = 601
Alast = 7

(b)波动不正确

15 30 45 60 75 90105120135
Candidate index

100

200

300

An
sw

er

Problem #10

Amode = 104
Atrue = 104
Alast = 107

(c)模式最后更正

Light-R1-7B-DS

6 12 18 24 30 36 42 48 54
Candidate index

300

400

500

600

An
sw

er

Problem #12

Amode = 540
Atrue = 540
Alast = 540

(d)一致正确

15 30 45 60 75 90105120135
Candidate index

0

200

400
An

sw
er

Problem #28
Amode = 15
Atrue = 127
Alast = 14

(e)波动不正确

30 60 90120150180210240
Candidate index

0

5000

10000

An
sw

er

Problem #27
Amode = 699
Atrue = 699
Alast = 573

(f)模式最后纠正

QwQ-32B

10 20 30 40 50 60 70 80
Candidate index

200

210

An
sw

er

Problem #0

Amode = 204
Atrue = 204
Alast = 204

(g)一致正确

25 50 75100125150175200225
Candidate index

0

200

400

An
sw

er

Problem #2

Amode = 17
Atrue = 371
Alast = 17

(h)波动不正确

25 50 75 100125150175200
Candidate index

0

100

200

An
sw

er

Problem #20

Amode = 211
Atrue = 211
Alast = 14

(i)模态最后修正

Figure 2: AIME2024上的答案演变（贪婪完成）。每一行对应一个不同的模型。
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Figure 3: 在 AIME2024（贪婪完成）中，次思维答案分布的平均熵。对比正确回答的问题
（Alast = Atrue ）和错误回答的问题（Alast ̸= Atrue ）。较低的熵与正确答案相关。

• 在 AIME2024 上，收益最高可达 +13.33 %（Light-R1-7B-DS, Non-Greedy），并且经常超
过 +6 %，多个模型实现了 +10 %的收益（例如，DeepSeek-R1-Distill-Qwen-14B, Skywork-
OR1-Math-7B, QwQ-32B在 Non-Greedy下）。

• 在 AIME2025上，收益最高可达 +10.0 %（DeepSeek-R1-Distill-Qwen-14B Greedy，Skywork-
OR1-Math-7B Non-Greedy），并且多个模型的收益超过 +6 %。

• 即使增益为 0 %，我们的方法通常也不会显著影响性能。观察到的少数细微下降（如
AIME2024 Greedy上的 DeepScaleR减少了 6.66 %；AIME2025 Non-Greedy上的 QwQ-32B
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Figure 4: 准确性比较：最后答案与最频繁答案。通过在不同模型和 AIME数据集上使用贪
心和非贪心子思维完成，比较最后答案的准确性（AccLast ，蓝色）和最频繁答案的准确性
（AccMostFreq ，橙色）。柱状图上方的数字显示绝对增益（AccMostFreq − AccLast）。绿色向
上的三角形表示改进，红色向下的三角形表示下降。我们的方法始终能提高或匹配基线准
确性。

减少了 3.33 %）可能归因于噪声，特别是对于较小的模型而言，或者是特定问题交互导致
的，而不是系统性缺陷。

在比较子思维完成策略时，非贪婪完成往往比贪婪完成带来稍大或更频繁的改进，尤其是
在 AIME2024的结果中表现明显（例如，对比 Light-R1、Skywork、QwQ-32B的左上和右上
面板）。这表明通过采样探索替代推理路径（非贪婪）通常在揭示模型的稳健一致答案方面
比简单地从中间状态加强最可能路径（贪婪）更有效。尽管如此，贪婪完成也在基准方法上
提供了一致的好处。

重要的是，这种改进模式在一组多样化的模型（参数范围从 1.5B到 32B）以及两个具有挑
战性的 AIME数据集上仍然适用。这种一致性突显了分析子思维稳定性的一般适用性和稳
健性，并且使用模式答案比单一的最终答案更可靠地指示模型的推理结果。

5 结论

我们证明了仅基于推理过程的最终答案来评估大型语言模型可能不是最优的。通过分析单
个推理过程中的中间子想法，并汇总从完成这些部分想法中得出的答案，我们展示了以下
内容：

Conclusions:

1. 模式聚合增强了准确性：在源自中间子思路的补全中选择最频繁的答案（Amode ），
相比于仅依靠初始轨迹的最终答案（Alast），显著提升了准确性。在各种模型上，观
察到在 AIME2024上达到 +13 %以及在 AIME2025上达到 +10 %的增益。

2. 答案一致性信号可靠性：从子思维生成的答案的分布提供了一个有价值的信号。高一
致性（低熵）与基线正确解（Alast ）强烈相关，而高波动（高熵）是错误解决方案
或模型挣扎的特征。这表明可以使用分布指标进行置信度估计或错误检测的潜力。
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3. 非贪婪完成通常能最大化收益：尽管贪婪和非贪婪子思维完成都通过模式聚合提高
了准确性，但非贪婪采样（T=1.0, top-p=0.95）经常会带来更大的提升，可能是因为
它更好地探索了初始路径段周围的推理空间。

我们的研究结果强调了超越最后一步来更好地理解和评估 LLM推理能力的重要性，提供了
一种简单但有效的方法来从现有的推理过程中提取更可靠的答案。未来的工作可以探索将
这些一致性信号整合到解码或训练中。
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A 熵图

图 5和 6显示了 AIME2024和 AIME2025的次级答案分布的平均熵。我们在第 4.3节中观察
到，正确解决的问题的平均熵总是低于错误解决的问题，突显了模型在面对难以正确解决
的问题时，往往会提供多样的次级答案选择。

Correct Incorrect0

2

4

M
ea

n 
En

tro
py

1.23

3.69

QwQ-32B

Correct
Incorrect

Correct Incorrect0

2

4

M
ea

n 
En

tro
py

1.03

3.42

EXAONE-Deep-7.8B

Correct
Incorrect

Correct Incorrect0

2

4

M
ea

n 
En

tro
py

1.62

3.97

Light-R1-7B-DS

Correct
Incorrect

Correct Incorrect0

2

4

M
ea

n 
En

tro
py

1.47

3.22

DeepSeek-R1-Distill-Qwen-1.5B

Correct
Incorrect

Correct Incorrect0

2

4
M

ea
n 

En
tro

py

1.29

3.23

Skywork-OR1-Math-7B

Correct
Incorrect

Correct Incorrect0

2

4

M
ea

n 
En

tro
py

1.42

3.29

DeepScaleR-1.5B-Preview

Correct
Incorrect

Correct Incorrect0

2

4

M
ea

n 
En

tro
py

1.49

3.70

DeepSeek-R1-Distill-Qwen-14B

Correct
Incorrect

Figure 5: 在 AIME2024 上子思想回答分布的平均熵（贪心完成）。比较正确回答的问题
（Alast = Atrue ）和错误回答的问题（Alast ̸= Atrue ）。较低的熵与正确答案相关。
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Figure 6: 在 AIME2025（贪心完成）上的子思维答案分布的平均熵。正确回答问题（Alast =
Atrue ）和错误回答问题（Alast ̸= Atrue ）之间的比较。较低的熵与正确答案相关。
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