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Abstract

Transformer 在众多 NLP 任务上取得了很大
的成功，但在多步骤事实推理中仍表现出显
著差距，尤其是在现实世界知识稀疏的情况
下。最近的 groking 研究表明，神经网络一
旦发现潜在的逻辑模式，就能从记忆过渡到
完美泛化——然而这些研究主要使用小型合
成任务。在本文中，我们首次将 groking 扩
展到现实世界的事实数据，通过用精心设计
的合成数据增强现有知识图谱来解决数据集
稀疏性的问题，以将推断事实与原子事实的
比例提高到 ϕr 超过 groking 所需的门槛。令
人惊讶的是，我们发现即使事实不正确的合
成数据也可以强化生成的推理电路，而不是
降低准确性，因为它迫使模型依赖关系结构
而不是记忆。在多跳推理基准测试中，我们
的办法在 2WikiMultiHopQA 上取得了最多
95–100 % 的准确率——显著超越了强基线，
并匹配或超过当前先进的结果。我们还深入
分析了 ϕr 增加如何驱动 Transformer内部的
泛化电路的形成。我们的研究结果表明，基
于 groking 的数据增强可以开发隐式多跳推
理能力，为在大规模语言模型中实现更为稳
健和可解释的事实推理打开了大门。

1 介绍和相关工作
变压器在文本分类、摘要和机器翻译等广泛的自然语
言处理（NLP）任务中表现出了显著的成功。然而，当
要求它们执行多步或多跳的事实推理时，尤其是在知
识既庞大又分散的真实场景中，它们仍然面临重大挑
战。造成这种困难的一个关键原因在于模型倾向于记
忆而不是泛化——这个问题在知识密集型任务中由于
数据分布不够丰富而变得尤为严重。

最近关于 grokking 的研究表明，在某些条件下，过参
数化的神经网络在长时间训练后，会突然从纯粹的记
忆转变为近乎完美的泛化。早期研究通常集中于高度
控制的合成任务，如模运算或简化的算法数据集。在
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这些玩具设置中，推断事实的数量（即多步或复合模
式）可以系统地增加，直到达到一个临界比率 ϕ ，此
时模型中会出现一个“泛化电路”。

然而，现实世界的数据集形成鲜明对比：事实性知识
极为稀疏，且常常分散在不完整或嘈杂的知识图谱中。
因此，核心挑战是确保相对于原子事实（直接陈述）而
言，有足够的高阶推断事实，以支持 grokking 所需的
内部电路形成过程。换句话说，在现实世界的场景中，
人们不能简单地保证多步（推断）事实与单跳（原子）
事实之间有足够大的比率 ϕ 。我们的工作正是解决这
一障碍，通过提出一种数据合成策略，以增强和重新
平衡现实世界的知识库。

多跳问答 (QA)。 2WikiMultiHopQA (Yang et al.,
2018; Ho et al., 2020; Trivedi et al., 2022) 特别适合于
评估多步骤的事实推理。这个数据集包含基于维基百
科的查询，需要在给出答案之前检索和组合多个证据
（分布在不同页面或段落中）。这一特性与我们对多跳
推理的关注紧密相连，并强调了隐式推理能力的必要
性：在许多情况下，系统必须链接和遍历几个事实节
点——例如，“米歇尔是奥巴马的妻子” 和 “米歇尔出
生于 1964 年”——以得出最终结论（例如，关于米歇
尔的出生年份或其他推导出的事实）。此外，这些体现
了一个大的、复杂的知识图谱，具有真实世界的实体、
模糊的语言和长尾关系——所有这些都使它们成为大
规模事实推理的典型测试床。

洞察及其在 Transformer泛化中的作用。 Grokking的
概念在 Power et al. (2022)中被引入，展示了神经网络
不仅可以学习表面的模式，还可以在长时间训练中通
过合适的归纳偏置学习更深层次的、可推广的推理机
制。随后工作的研究将 grokking 与双重下降 (Belkin
et al., 2019; Nakkiran et al., 2020)、深网络损失景观的
几何 (Davies et al., 2023)和权重衰减 (Pezeshki et al.,
2022; Nanda et al., 2023) 相关联，表明适当的正则化
可以鼓励通用电路的出现。这些电路一旦形成，能够
进行超出简单记忆的分布外推理 (Varma et al., 2023;
Liu et al., 2023) 。

文献中的空白。 尽管在知识图谱补全 (Liu et al.,
2022)和通过基于检索的方法进行多跳问题回答 (Yang
et al., 2018; Ho et al., 2020) 方面进行了广泛的研究，
但很少有研究考察是否可以在真实世界文本环境中利
用内部 grokking 现象用于隐式多跳推理。大多数先前
的方法要么：
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• 专注于玩具任务：例如，模数加法或合成数学问题
(Power et al., 2022; Nanda et al., 2023; Wang et al.,
2024) 。

• 依靠显式提示或连锁思维：其中中间推理步骤必须
在外部文本 (Plaat et al., 2024) 中被明确指出，而
不是作为隐含电路来学习。

• 使用标准的图补全架构：例如，基于 GNN 的解决
方案来扩充部分知识图 (Liu et al., 2022) ，这不一
定会导致后期的内部电路形成或突发的泛化。

据我们所知，还没有现有的研究使用基于 grokking 的
方法来展示 Transformer 如何在大规模事实数据上隐
式地发现多跳推理能力。

贡献。 在本文中，我们通过以下贡献来弥补这一空白：
• 我们采用了一种针对性的数据合成程序，以确保每
个关系的 ϕ 足够大，从而释放在真实世界中基于维
基百科任务形成内部泛化电路的潜力。

• 我们表明，即使是事实不正确的合成数据，也可以
提高推测事实与原子事实的比例，通常是增强而不
是损害逻辑一致性。

• 我们在 2WikiMultiHopQA 上的实验表明，一旦
ϕ 的比例超过某个阈值，顿悟就会出现——使得
Transformer 能够在没有显式思维链提示或复杂外
部支撑的情况下执行复杂的多步推理。

在以下章节中，我们详述了数据增强策略的数学基础、
2WikiMultiHopQA上的实证设置，以及关于隐式多跳
推理的新见解。我们的研究发现表明，grokking 不是
限制在人为构造的数据集上的产物，而是一种强大的
机制，通过适当的数据分布调整，可以被用于大规模
的真实世界事实推理。

2 问题描述
多跳推理的概念预设了一个知识图谱（KG），其节点
（实体）和边（关系）可以通过一系列推理步骤进行遍历。
在我们的设定中，这个 KG 被编码为文本形式，但在
结构上，我们仍然在处理基于 KG 的多跳问答（Multi-
hop KGQA）。先前的研究 (Liu et al., 2022) 已经观察
到，完成知识图谱对于多跳 KGQA来说可能是至关重
要的；为了形成基于 grokking 的 Transformer 泛化电
路，扩充原始 KG 以便存在足够多的多步（推断）事
实是必需的。本节正式化了我们为了实现 Transformer
grokking 而增强 KG 的问题。
2.1 定义和基础

一开始，我们引入关键符号以便清晰理解。读者可以
随时参考表 1 ，查看主要符号的简要总结。

知识图谱。

Definition 2.1 (Knowledge Graph). 我们将知识图定义
为一个元组 KG = (V,R,FA), ，其中

• V 是一组有限的实体（节点或顶点），
• R 是一组有限的关系类型（边/谓词），
• E ≡ FA ⊆ V × R × V 是一个有限的原子事实（三

元组）集合，形式为 (h, r, t) ，其中 h ∈ V 是头部
（主语），t ∈ V 是尾部（宾语），r ∈ R 是关系。

在自然语言中，实体通常由关系陈述连接。虽然一些
关系（例如，“之子”）是有向的，但由于一个陈述通常
可以双向查询（主语/宾语），人们也可以将 KG 视为
无向进行图遍历。

Definition 2.2 (Norm over edges). 对于在 KG 中，将
严格定向的边视为无向边进行计数，我们使用简单的
计数：| | =

∑
(h,...,t)∈E 1.

Definition 2.3 (Average branching factor). 一个知识图
谱的平均分支因子是：b = |FA|

|V| 。

Definition 2.4 (Atomic Facts). 遵循先前的工作，我们
使用 FA（或同等地 F1 ）来表示原子事实的集合，即
在知识图中显式存储的所有一阶三元组。

与显式推理方法（例如，链式思维提示 (Plaat et al.,
2024) ）不同，隐式推理依赖于模型在训练过程中形
成内部电路 (Nanda et al., 2023) 。“Grokking”研究
(Power et al., 2022; Wang et al., 2024)表明，在某些条
件下，Transformers 能够通过学习这些内部电路，从
记忆转向完全的泛化。

如Wang et al. (2024)所指出的，对于电路形成的关键
因素是每个关系中推导事实与原子事实的比例 r 。设

FA,r ⊆ FA and FI,r ⊆ FI

为涉及关系 r 的原子和推导事实的集合。那么：

当 ϕr 超过某个阈值时——实证发现对于 GPT-2 风格
Transformers 而言，这个阈值为慢速泛化约为 3.6，快
速电路则高达 18——模型倾向于为该关系形成一个泛
化电路 (Power et al., 2022) 。这些阈值是近似的且依
赖于架构 (Nanda et al., 2023; Wang et al., 2024) ，但
说明了核心原则：如果没有足够多的多跳事实，模型
就永远无法“掌握”底层关系。

即使一个知识库只在某个方面富含多跳数据（即，一
些关系满足阈值 ϕG ，而其他关系不满足），它仍然能
对某些推理任务带来好处。然而，要实现完全的泛化
性，所有关系必须超过该阈值：

Definition 2.5 (Generalizable Knowledge Base). 如果
知识库 KG 可以满足

∀r ∈ R : ϕr ≥ ϕG,

，其中 ϕG 是给定模型设置所需的最小泛化比率，那
么我们称其为可泛化。如果这一条件仅适用于关系的
一个子集，我们称之为 KG 部分可泛化。

由于每个关系 r 都有自己的比例 ϕr ，如果任何 ϕr 过
低，知识库（KB）可能无法支持掌握。分析界限（见
附录 A.3 ）揭示：
• 可以通过添加新节点或增加与 r 相关的边来增加比
例 ϕr ，但这种效果受到图的连接方式以及关系 r
出现频率的限制。
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• 典型的现实世界知识图谱往往是稀疏的，这就是为
什么数据合成（在后面章节将描述）对于提升 ϕr 至
关重要的原因。

Example 1 (Insufficient Branching Factor). 假设一个
家族 KG 有 {father,mother, child1, . . .} ，边像“父
母”，“兄弟姐妹”，“拥有者”。虽然从表面上看图是很
好地连接着，其特定关系的分支因子可能仍然太小而
无法通过阈值 ϕG ≈ 3.6 。因此，KB 仍然无法完全泛
化，阻止 Transformer 为所有关系形成强大的多跳电
路。

2.2 设置和查询

在实际应用中，我们通过提出问题（其唯一答案位于
简单的（无环）推理路径的末端）来测试模型的多跳
推理能力。例如：
Example 2 (Chaining 3 Steps). 文本查询“哪部电影
在奥巴马夫人出生的同一年上映？”对应于一个三步推
理：

(“Obama”, “wife of”, “born in”, “aired in”, t).

这里，模型必须在内部推断：

I(“Obama”, “wife of”) → “Michelle”,
I(“Michelle”, “born in”) → “1964”,
I(“1964”, “aired in”) → t = “Mary Poppins”.

成功的隐含推理要求模型既能记住原子事实，又能通
过一个通用化的电路将它们串联在一起。

Figure 1. ID 和 OOD 的概念性差异：在训练中，展示了在
分布内（ID，橙色）和分布外（OOD，红色）推导的事实。
所有绿色组件在训练期间被看到，包括所有原子事实（AF）
和一些推导的事实（IF）。

Definition 2.6 (In-distribution vs. Out-of-distribu-
tion).
分布内 (ID)：从训练数据中存在的原子事实的组合中
推导出的事实，这些事实从未以这种特定组合出现在
一起。模型单独见过所有的知识成分，并且涉及它们
的不同推理组合，但在这个特定的测试安排中没有见
过。
分布外 (OOD)：从训练数据中存在的原子事实中推导
出的事实，这些事实从未用于任何训练推理路径中。模
型见过单个的知识成分，但不知道在被测试的背景中
它们应该如何应用。
图 1 显示了与 ID 和 OOD 测试事实相关的已训练事
实（原子和推导）。

Table 1. 关键符号表。本论文中经常使用的符号。

Symbol Meaning
V Set of entities (nodes) in the KG
R Set of relation types (edges)

FA Atomic facts (1-hop) ⊆ V ×R× V
FI Inferred facts (multi-hop)

∪
n≥2 Fn

b Average branching factor |FA|
|V|

ϕr
|FI,r|
|FA,r| (ratio of inferred to atomic facts)

ϕG Minimal generalization ratio for successful grokking
I(h, r) Inference step: from entity h via relation r to a neighbor

正如我们在实验中所展示的，OOD 查询特别具有挑战
性，需要真正的结构化泛化，而不是部分记忆。这正
是充分高的 ϕr 比率对于启用 Transformer 从局部记
忆向稳健的多跳推理过渡变得关键的地方。

2.3 引理与界限

我们介绍的第一个引理明确指出，（1）选择节点与在
路径中排列它们与边缘存在性之间会导致渐进的上限，
以及（2）即使是大型知识库（KB）如果没有额外的数
据增强，也不会超过大约 bn−1 增长 ϕn,r 。

引理 1 （关于 n 跳路径数量的渐近界）。 考虑一个知
识库（KB），具有 |V| 实体，平均分支因子 b ，以及一
个（近似）随机图假设，即两个不同节点之间的每个
潜在 directed 边存在的概率为 b

|V|−1 。那么，对于较
大的 |V| ，有效的 n 跳路径的期望数量满足：

|Fn| ≈
(

|V|
n+ 1

)
(n+ 1)!

(
b

|V|−1

)n
.

此外，在限制 |V| → ∞ 的情况下，关系特定的比率
ϕn,r （即关系 r 的 n 跳到 1 跳事实的比例）保持在
bn−1 之上。关于引理 1 的证明，请参见附录 A.1 。关
于节点数量 |V|的较低泛化界限，请参见附录 A.3。第
二个引理明确指出，每个关系的分支因子 br 必须足够
大以超越经验门槛 ϕG 。如果一个或多个关系低于该
门槛，就不会发生全关系的完全泛化——尽管对于较
高 br 的关系可能会出现部分泛化。

引理 2（完全可推广性的必要条件）。 设 ϕG 是触发基
于 grokking 的泛化所需的最小比例，针对给定的模型
架构。一个知识库只有在 n 跳事实上完全可泛化时才
满足 ∀ r ∈ R

ϕn,r ≥ ϕG ⇒ br > n−1

√
ϕG |V| (|V| − 1)n( |V|

n+1

)
(n+ 1)!

,

其中 br =
|FA,r|
|V| 是关系特定的分支因子。相同地，如

果任何 br 低于该门槛，则知识库不能完全可泛化。

关于引理 2 的证明草图，请参见附录 A.2 。

3 方法
我们的方法遵循一个两阶段的流程，旨在实现实际
世界中多跳推理任务的掌握。首先，我们通过合成知
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识扩充原始 Wiki2Hop 数据集，提高多跳（推断）事
实与单跳（原子）事实的比例。其次，我们训练一个
Transformer 模型数十万步，利用掌握特有的后期泛化
现象 (Power et al., 2022; Wang et al., 2024) 。

3.1 数据集

2WikiMultiHopQA 概述。 我们使用 2WikiMulti-
HopQA 数据集 (Ho et al., 2020) ，这是一个知名的
检索增强生成（RAG）和多跳 QA 基准。2WikiMulti-
HopQA 由维基百科段落、支持事实（三元组）和通常
需要链接多条证据的推理查询组成。尽管其范围很广，
但初始比例 ϕ ≈ 0.5 ——即每两个原子事实仅产生一
个推断事实——使得其不足以让掌握自然地出现。

结构化与 非结构化。 我们将 2WikiMultiHopQA 分
为两个子集：

• 结构化：支持事实被简化为简短的三元组（例如，
Paris – country – France ）。

• 非结构化的：支持性的事实嵌入在完整的维基百科
段落中，提供了更丰富的背景，但也带来了更多的
噪音和复杂性。

在这些子集内，我们专注于四个主要多跳任务中的两
个：

1. 比较，比较不同实体的属性（例如，相同的位置或
发行年份），

2. 组合，通过链接多重关系来推导出答案（例如，谁
执导了某部电影的续集？）。

我们的目标是提升 ϕ以便比较和组成查询，这样 Trans-
former 可以发展内部推理回路。

3.2 数据增强

为了提高多跳问题的覆盖率，我们通过基于 LLM的生
成系统地添加原子和推断事实。在每种情况下，我们
确保与 2WikiMultiHopQA 风格一致，保持类分布平
衡，并密切跟踪 ϕ ，使其超过已知的掌握阈值 (Wang
et al., 2024) 。

3.2.1 比较任务

在比较任务中，原子事实（例如，City – country – X ）
被配对形成关于共同属性的问题。起初，我们选择了
120 个原子事实和 60 个推理事实，重点关注地理位置
（印度、法国、美国、加拿大、俄罗斯）。利用我们的
增强策略，我们将其扩展为 1,000 个原子事实和 8,000
个推理事实，得到了 ϕG = 8 ——远高于 Wang et al.
(2024) 为慢理解报告的最低比例 3.6 。

生成新位置。 首先，我们生成描述原始集合中不存在
的额外城市或区域的原子事实。对于结构化版本，这
些保持在 (City, country,Country) 格式中。对于非结
构化数据，我们提示大型语言模型（LLM）生成简洁、
类似维基百科的段落（例如，“巴黎卢浮宫：卢浮宫是
一座世界著名的艺术博物馆⋯⋯”）。

Algorithm 1 用于比较的增强算法
Require: loc_examples // sample atomic facts
Require: detailed_examples // extended paragraphs
1: atomic ← generate_locations (loc_examples)
2: if task_type == “full_text” then
3: atomic ← detalize_locations (atomic,

detailed_examples)
4: end if
5: inferred ← generate_inferred (atomic)
6: return atomic, inferred

Algorithm 2 用于组合的增强算法
Require: text // original atomic facts in textual form
1: graph ← parse_graph (text)
2: atomic ← graph. augment_atomic ()
3: inferred ← graph. augment_inferred ()
4: inferred ← diversify (inferred)
5: return atomic, inferred

生成推断示例。 接下来，我们通过选择两个不同的位
置事实并提示，例如，“阿维尼翁的圣母岩和巴黎卢浮
宫都位于同一个国家吗?”来创建基于比较的查询。算
法 1 给出了该过程的伪代码，其中 generate_inferred
系统地将原子事实合并为比较问题：

3.2.2 组合任务

组合任务需要顺序链接多个关系（例如，Person –
spouse of – X – born in – Year ）。我们从 200 个
原子事实和 100 个推理事实开始，确保答案中不直接
提及日期，并扩展至 800 个原子事实加上 5,000 个推
理事实。这将 ϕG 提升到 6.25 �� 足以在实践中触发
whacking 动态。

图处理。 我们将文本事实转换为图表示，通过 LLM
基础解析器提取节点（实体）和边（关系）。然后，我
们通过添加新的原子边（避免循环）并采样多跳路径
来丰富这个图，从而产生额外的推理事实。

推断问题五元组。 每个长度为二或三的多跳路径对应
一个五元组 (obj1, rel1, obj2, rel2, obj3) 。然后，一个
LLM 将这些五元组转化为自然语言问题（例如，“为
什么 Dunsany 的第 19 任男爵 Randal Plunkett 的父
亲去世？”），这接近真实的 2WikiMultiHopQA 风格。
算法 2 详细描述了这一方法：

增强事实示例。 表 2 提供了一个样本，展示了一个
原子事实、一个详细版本以及一个推断问题在扩充后
如何呈现。注意最终的问题如何优雅地将两个位置联
系在一个关于它们是否属于同一国家的是/否查询中。
在这些增强步骤之后，生成的数据集达到了足够高的
ϕ。在下一节中，我们详细说明如何在这个丰富的语料
库上训练一个 GPT-2 风格的 Transformer，以及如何
通过延长优化揭示多跳推理准确性在后期的显著跃升。

4 实验
我们在 2WikiMultiHopQA数据集 (Ho et al., 2020)上
评估基于 grokking 的方法，并进行扩充以确保足够大
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Table 2. 2WikiMultiHopQA 比较任务的扩展事实示例

Type Example
Atomic
Fact

Louvre Museum – country – France

Detailed
Fact

Paris Louvre Museum: The Louvre Mu-
seum is a world-famous art museum...

Inferred
Question

Are Avignon Rocher des Doms and Paris
Louvre Museum both located in the same
country? (Answer: Yes)

的比例 ϕ 。我们报告了结构化（?? ）和非结构化（??
）子集以及原始（未扩充）数据（?? ）的结果。最后，
我们比较所有设置下的性能（?? ）并提供定性的见解
（?? ）。

4.1 设置

模型和训练。 我们从头开始训练一个 8 层的 GPT-2
风格的 Transformer（768 隐藏单元，12 个注意头），
使用 AdamW (Loshchilov et al., 2017) ，学习率为
5 × 10−5 ，批量大小为 512，权重衰减为 1。我们依
赖 HuggingFace Trainer 1 进行默认调度，bf16 精度和
torch_compile 以提高速度。训练运行到达 ∼300k 步
或在分布外（OOD）准确性出现后期跃升时停止。我
们在一台 A100 GPU 上使用三个随机种子进行训练
（每次 48 小时），报告最佳运行结果（变化性 ±1–2%
）。

ID 与 OOD 评估。 在分布内（ID）的查询重复使用
训练中观察到的实体/关系组合，而分布外（OOD）
的查询涉及全新的组合。“grokking” 的标志是在经过
长时间训练后，OOD 准确性出现延迟性的显著提高
（(Power et al., 2022) ）。
仅使用原始结构化比较数据训练会产生 100% 的训练
准确率，没有出现后期阶段的 OOD 跃升（图 2 (a)）。
这一平台期与先前的发现一致，表明 ϕ ≈ 0.5 不足以
引发 grokking (Wang et al., 2024) 。
图 2 (b) 展示了当查询询问两个实体是否共享某一属
性（例如，City A – country – France vs. City B –
country – France ）时，OOD 准确率的明显后期跃升。
这种更简单的关系结构更容易触发泛化电路的形成。

图 2 (c) 展示了使用基于三元组的事实进行组合任务
的训练曲线，形式需要 X – spouse of – Y – nationality
– Z 的链条。
移至完整的 Wikipedia 段落（对比 的三元组）会增加
噪声和长度（见图 2 (d)）：对于更简单的比较查询，
模型仍然能够达到不错的 ID 准确率，但难以泛化到
OOD，反映出非结构化文本中有效 ϕ 的稀疏性。

表 ?? 将我们的 Grokked GPT-2–small 与 GPT-4o 和
o1-mini 在结构化数据集上进行比较。我们的方法优于
其他方法，尤其是在比较任务中，即使在 OOD 环境
中我们也几乎达到 100% 。预训练模型如 GPT-4o 可

1https://github.com/huggingface/transformers

能无法提供明确的 ID/OOD 区分，因为它们已经看过
大量的 Wikipedia 文本。
当合成增强覆盖多跳链（2–3 跳）时，模型可以处理诸
如“哪位画家与公司 X的创始人出生在同一城市？”或
者“城市 A 和城市 B 是否在同一国家？”的查询——
否则会在较低的 ϕ 上失败的任务。

失败案例。 罕见的关系或模糊的实体名称仍然是挑
战。如果多个实体共享一个标签但数据集中缺乏适当
的消歧，模型可能会混淆它们，从而阻碍 OOD 性能。
附录 A.4 列举了一些例子。

总体发现。 这些结果证实，通过精心设计的合成数据
增加 ϕ 是基于 grokking 的多跳 QA 的关键。虽然组
合任务和非结构化文本可能需要更大或更有针对性的
增强，但对于更简单的关系查询，“记忆到泛化”的跃
升表明 grokking 可以显著提升真实世界事实推理中的
OOD 性能。

5 局限性和未来工作
有多种途径可以改进和扩展我们基于领悟的多跳推理
方法。虽然我们在 2WikiMultiHopQA 上的概念验证
实验提供了有希望的证据，但关于数据复杂性、可解
释性和资源可行性仍然存在重要的悬而未决的问题。

数据集和基准测试。 我们的结果表明，Transformer
的顿悟可以在诸如 2WikiMultiHopQA 等真实世界数
据集上被引发。然而，更广泛的具有挑战性的推理基
准可以阐明我们方法的真正范围和边界。例如，需要
更长推理链、专业领域知识（例如生物医学）或时间
推理的任务可能揭示出在标准的基于维基百科的问答
中没有出现的复杂约束。

虽然我们观察到了出现的泛化电路，但这些电路形成
的具体机制仍然只部分被理解。未来的工作可以：

事实性。 一个关键问题是合成数据（其中一些是故意
或意外产生的幻觉）如何影响模型的事实准确性。虽
然我们的实验表明适量的非事实数据可以增强泛化能
力，但我们承认存在潜在风险：

• 真实世界知识的扭曲: 如果不进行仔细过滤，幻觉
可能会覆盖或遮蔽真实事实。

• 事实脆弱性：某些任务（例如，医学或法律推理）要
求严格的正确性，任何事实上的偏离都是不可接受
的。

作为部分解决方案，我们设想通过更复杂的基于约束
的数据增强来保持核心事实性，同时仍然提高推断到
原子比率 ϕ 。调查这种混合策略是未来研究的一个有
趣方向。

我们将范围从人为设计的玩具问题扩展到从维基百科
中得出的大型、真实的数据集。但是，仍然有很多待
解的问题：

可行性。 最后，我们注意到，为了进行 grokking 而在
长时间内训练大型 Transformer 架构可能会非常昂贵。
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Figure 2. (a) 原始和训练调优后的 GPT2-small 在 OOD 测试集上的比较任务准确率。我们可以观察到，当准确率达到 100
% 时，OOD 准确率几乎保持不变，但之后的差异变得明显。与原始版本不同，经过训练调优的 Transformer 在训练过程中
准确率继续提高。(b) 结构化比较任务的训练曲线。IID 和 OOD 行为相似。(c) 结构化组合任务。我们看到近乎完美的 ID
准确率，但在 OOD 测试准确率中没有出现后期跃升。(d) 非结构化（完整段落 Wikipedia）比较设置的训练曲线。尽管 ID
准确率仍显著提高，但复杂性减慢了收敛速度并限制了 OOD 提升。

减少这种开销的技术，例如 Lee et al. (2024) 描述的
方法，是至关重要的。具体来说，未来的工作可能会
探索：

• 比例定律：确定模型大小、数据集大小和比例 ϕ 如
何共同影响训练成本。

• 加速收敛：应用课程学习或专门的优化器缩短“记
忆阶段”并加快泛化的开始。

• 预训练：预训练模型可以通过利用先验知识促进理
解，提高性能，并加速从记忆到泛化的过渡。由于
它们已经编码了基本模式（例如，语言或数学规则），
可能需要较少的训练时间来实现泛化。

总而言之，尽管我们证明了在多跳事实问答中使用
grokking 的有效性，但仍有充足的空间来改进、扩展
和更好地解释这些新兴能力。我们希望我们的工作能
够为未来探索更强大、更透明和更高效的大型语言模
型中的隐性推理形式奠定基础。

6 结论

我们已经证明，精心设计的数据合成可以重新塑造事
实语言语料库的分布，从而解锁基于悟性的泛化。即
使是中等规模的 GPT-2 模型，通过利用后期内部电路
的形成，也可以在多跳推理中取得显著的提升——超
越那些没有收到合成数据增强的更强大模型。此外，我
们的实验证明，事实性的准确性并没有显著降低；平
均而言，当模型被提供一个真实与合成事实的良好平
衡混合时，它的答案会更加准确。这项工作的主要信
息是，通过合成数据提升推断与原子事实的比率 ϕr ，
仍然是实现新兴推理电路的最直接途径。

然而，我们的方法也强调了一些局限性。要实现所有
关系的全面泛化，需要充分增加每个关系的原子事实，
这对稀有或低频的关系来说可能具有挑战性。在许多
现实世界的语料库中，知识图谱不仅稀疏，而且可能
是断开的或部分非注射性的，限制了模型可以从中学
习的多跳路径的数量。

最后，自然语言在实际情境中仍然存在挑战。现实世

界的文本常常包含含糊的指代、不均匀分布的关系以
及不连贯的子图，这使得高质量的数据增强变得不简
单。然而，我们的工作展示了隐式推理的潜力——一
旦推断事实的比率超过某个临界值，模型会内化能够
处理复杂多跳查询的稳健逻辑电路。我们希望这些发
现能鼓励在高效合成方法、更广泛领域应用以及对大
型语言模型中悟性背后机制的更深入分析上的进一步
研究。

7
影响声明

通过展示如何通过有针对性的数据增强来解锁新兴的
多跳推理能力，这项工作为更健壮、可解释和高效的
知识密集型自然语言处理奠定了基础。

在真实世界事实数据集上诱导“理解”的能力承诺了
更广泛的应用，从高风险领域（例如，医疗、法律、教
育）到日常问答。同时，这项工作强调了对合成事实进
行谨慎策划以防止误导信息的重要性。这种增强推理
能力与事实准确性之间的平衡标志着向可信任的、可
推广的语言模型迈出的关键一步。
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A 附录

A.1 引理 1 证明略图
Proof. 我们将论证分为三个部分。
通过选择一个 (n+ 1) 个不同实体的有序元组可以确定一个简单的 n 跳路径。选择 v0, v1, ..., vn 个不同节点的方
式数量为：

这里，
( |V|
n+1

)
是选择 n+ 1 个不同节点（无序）的方式数量，而 (n+ 1)! 是将这些节点排序成可能的 n 长度的有

向路径的方式数量。

在随机图假设下，从 vi−1 到 vi 有一个有向边的概率（对于 i = 1, ..., n ）是 b
|V|−1 。假设边之间独立，所有 n 条

边同时存在的概率为

通过期望的线性（应用于每个
( |V|
n+1

)
(n+ 1)! 有序节点元组），|Fn| 的期望值为：

对于大的 |V| ，可以使用二项式近似
(
n
k

)
≤ nk

k! 代替
( |V|
n+1

)
，例如

根据定义 2.3 和 ?? ，

结合第三步的结果为 E[|Fn|] =
( |V|
n+1

)
(n+ 1)!

(
b

|V|−1

)n

，我们得到，

这给出了渐近上界，

因此 ϕn,r （也因此 ϕn 总体）保持受限于 bn−1 ，完成了证明。

A.2 引理 2 的证明
Sketch of Proof. 根据定义 2.3 和 ?? ，

ϕn,r =
|Fn,r|
|FA,r|

and |FA,r| = |V| · br.

。由 A.1 ，我们得到

|Fn,r| ≲
(

|V|
n+ 1

)
(n+ 1)!

( br
|V| − 1

)n

.

，因为 br
|V|−1 是随机选择的一条边属于关系 r 的近似概率。因此，

ϕn,r =
|Fn,r|
|FA,r|

=
|Fn,r|
|V| br

≲
(

|V|
n+ 1

)
(n+ 1)! bn−1

r

|V| (|V| − 1)n
.

。完整的泛化需要对所有 r 的 ϕn,r ≥ ϕG ，从而得出所需的约束

ϕG ≤ ϕn,r

⇔ ϕG ≤
(

|V|
n+ 1

)
(n+ 1)! bn−1

r

|V| (|V| − 1)n

⇔ br ≥ n−1

√
ϕG |V| (|V| − 1)n( |V|

n+1

)
(n+ 1)!

.

。换句话说，如果任何关系 r 的 br （其分支因子）未能超过此阈值，那么 ϕn,r 无法达到 ϕG 。因此，该特定关
系将不会“掌握”，因此 KB 无法完全概括于 n 跳事实（尽管对于其他关系，它仍可能部分地概括）。

A.3 节点计数界的形式推导

类似于 A.2 ，对于完全泛化，我们可以为节点计数 |V| 推导出一个界限。根据要求 ∀r ∈ R, ϕn,r ≥ ϕG ，我们得
到，
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∀r ∈ R, ϕn,r ≥ ϕG

⇔ min
r

(
|V|

n+ 1

)
(n+ 1)!bn−1

r

|V|(|V| − 1)n
≥ ϕG

换句话说，最差的可泛化关系 r 仍然需要满足 ϕn,r ≥ ϕG ，以便 KB 能够完全泛化。在不使用二项式近似的情
况下，解决 |V| 后得到，

min
r

(
|V|

n+ 1

)
(n+ 1)!bn−1

r

|V|(|V| − 1)n
≥ ϕG

⇔ min
r

|V|!
(n+ 1)!(|V| − n− 1)!

(n+ 1)!bn−1
r

|V|(|V| − 1)n
≥ ϕG

⇔ min
r

|V|!
(|V| − n− 1)!

bn−1
r

|V|(|V| − 1)n
≥ ϕG

⇔ (|V| − 1)!

(|V| − n− 1)!(|V| − 1)n
min
r

bn−1
r ≥ ϕG

⇔ (|V| − 1)!

(|V| − n− 1)!(|V| − 1)n
≥ max

r

ϕG

bn−1
r

⇔ Γ(|V|)
Γ(|V| − n)(|V| − 1)n

≥ max
r

ϕG

bn−1
r

因此我们有：

|V| ≥ min
{
v ∈ N :

Γ(v)

Γ(v − n
)
(v − 1)n

≥ max
r

ϕG

bn−1
r

}
.

对于一个实证例子（即，使用随机生成的图），参见图 3 。

Figure 3. br = 2 的 ϕ3,r (y 轴) 随 |V| (x 轴) 的增长。红线是 ϕ3,r =
(|V|

4

)
96

|V|(|V|−1)3
(公式值)。绿线是通过随机生成具有相

同数量的节点 ( |V| ) 和边 ( |V|br ) 的图得到的经验值。由于随机性，我们生成的/经验图可以在局部具有更高的分支因子，
从而导致整体上推断出更多事实。因此，我们的 ϕ3,r 公式实际上低估了 ϕ3,r 的真实值。尽管如此，该公式正确地近似了形
状和数量级。这对于其他 br 和 n 的组合也是成立的。

A.4 定性示例

在以下部分中，我们展示了模型未能正确分类的组成和比较任务中 QA 对（“问题”，“标准答案”）的定性例子。
一些错误源于 2WikiMultiHopQA 数据集中的不一致性，另外一些则来自我们的增强策略。总体而言，我们相信
模型具有实现 100 % 精度的能力，正如之前的研究所证明。组成 2WikiMultiHopQA 数据集中存在一些语法上
的不一致，使我们的模型无法达到 100 % 精度。
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国籍问题可能会有不一致的真实格式 对于有关国籍的问题，标准答案可以是一个形容词或国家的名称，即使后
者在语法上不正确。

问题：威廉·西摩，第三代萨默塞特公爵的父亲是什么国籍？
真实答案：英国人

问题：萨伏依公爵阿马迪乌斯八世的母亲是哪国人？
标准答案：法国

在国家相关的回答中用形容词代替名词 在某些情况下，标准答案是形容词，而不是指代国家的名词。

问题：Paper Bird 的小号手来自哪个国家？
标准答案：美国

比较比较错误主要是由于数据增强算法的限制，该算法未能为某些关系查询生成足够数量的推断事实。大多数错
误与湖泊、河流或机场有关，我们认为这是由于基础数据的稀疏性所致。

问题：Wainwright/Wainwright Field 21 机场和 Roberval Air Saguenay 水上机场是否位于同一国家？
事实依据：是的

问题：安大略省东费里斯的长湖和萨斯喀彻温省的蒙特利尔湖是否都位于同一个国家？
基本事实：是的

问题：鹿溪、奥塞奇河和大草原狗溪是否位于同一个国家？
答案：是的

问题：Chicoutimi/Saint-Honoré 机场和 Rtishchevo 空军基地是否位于同一个国家？
真实情况：不是

A.5 数据综合

在这里，我们展示了在整个数据增强过程中使用的提示。在实验中，我们利用了 GPT-4o 和 o1-mini 来生成多
样且高质量的增强数据。

A.5.1 成分

图解析

You are graph gpt. You build graph based on the provided text. Find all objects, their relations and types.
Pick one of the following types: - Person - Location - Object (include everything that was not above)
Return the following format with numbering: 1. <Avatar; Film><director><James Cameron; Person> 2. <James
Cameron; Person><directed><Titanic; Object>
问题格式化

You are a question formatting assistant. Your task is to create questions based on the given relations and objects.
Use the provided examples as a guide for the question style. Ensure that the answer remains unchanged and enclosed in
<a> tags. You may rephrase one question, given the example format. Strictly follow the logic of given examples. Connect
it in the following logic: <obj1> -> <rel1> -> <rel2> -> <obj3>
Return numbered responses in format: 1. What is the director of the film that James Cameron produced?<a>Steven
Spielberg</a> 2. Who directed the movie starring Tom Cruise?<a>Christopher Nolan</a>

A.5.2 比较

原子事实生成

You are a helpful assistant that generates geographical facts. Generate new unique locations and their countries in the
following format: Follow the style of the examples, but do not use the same locations.
Rules: 1. Use real locations and countries 2. Each location should be unique 3. DO NOT REUSE PROVIDED
EXAMPLES 4. Do not answer the question - only provide locations 5. Do not use formatting except for numbering 6.
Generate equal amount of NEW!!! locations for following countries:
详细原子事实生成

10

www.xueshuxiangzi.com



You are a helpful assistant that generates geographical facts. Based on the provided examples, generate a paragraph for
each location-country pair. Strictly follow the style and lenght of the provided examples Do not answer the question -
only provide the paragraph with numbering. DO not return empty lines. One by one. Return the number according to
the given data. Here are the examples:
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