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Figure 1: 大型语言模型经常通过基本上不可靠
的推理过程来获得正确的数学答案。对 MATH-
OLYMPIADEVAL 的人类评估显示，高答案正确性
与低过程正确性之间存在显著差异。

Abstract

结果奖励大语言模型（LLMs）在数学问题
解决方面表现出显著的成功。然而，这种成
功往往掩盖了一个关键问题：模型通常通
过基本上不健全的推理过程来获得正确答
案，这种现象表明了奖励滥用。我们引入了
MathOlympiadEval，这是一个带有细粒度注
释的新数据集，它揭示了 LLMs的答案正确
性与其低推理过程正确性之间的显著差距。
现有的自动化方法，如 LLM-as-a-judge，难
以可靠地检测这些推理缺陷。为了解决这
个问题，我们提出了 ParaStepVerifier，这是
一种用于对数学解决方案进行细致的、逐
步验证的新方法。ParaStepVerifier可以识别
出不正确的推理步骤。实验证明，与基线
相比，ParaStepVerifier在识别有缺陷的解决
方案方面显著提高了准确性，特别是在复
杂的多步骤问题中。这为评估和训练具有
真正数学推理能力的 LLMs提供了一条更
稳健的路径。

1 介绍

复杂的数学推理代表了人工智能中的一个关键
前沿领域，在这一领域中，严谨的评估方法对
于实现有意义的进展至关重要。大型语言模型
（LLMs）越来越多地被用于数学问题解决，通
常通过监督微调（SFT）和强化学习（RL）进

行训练，以优化最终结果 (Liu et al., 2024; Guo
et al., 2025)。例如，依赖于基于结果的奖励优
化的模型如 DeepSeek-R1 (Guo et al., 2025) 和
QwQ-32B (Qwen, 2025) 在数学基准测试中取
得了令人印象深刻的性能。这些成功使得一些
人建议，仅关注结果的优化可能就足够了，这
有可能解决长期存在的基于结果和基于过程的
奖励策略之间的争论。
然而，我们对MATHOLYMPIADEVAL上 LLM
输出的细致人工评估——这是我们构建的一个
多样化的数据集，包含具有挑战性的数学问
题，并对 LLM生成的解决方案进行最终答案
正确性和细粒度推理有效性注释——揭示了一
个关键的脱节：模型经常通过根本上错误的推
理过程得出正确的最终答案。具体而言，尽管
像 DeepSeek-R1和 QwQ-32B这样的面向推理
的模型在%答案准确率上达到 80.1，人工专家
判断其中只有 39.7 % 的相应推理路径是合理
的。换句话说，在基于最终答案被认为“正确”
的问题中，经过推理有效性仔细审查后，只有
不到一半是确实正确的（图 1）。这种现象不仅
限于问题的一个狭窄子集，而是广泛存在于从
主要数学竞赛获得的任务中，如国际数学奥林
匹克（IMO）、中国数学奥林匹克（CMO）以及
社区驱动的平台如问题解决艺术（AoPS）。在
这些不同的来源中，LLMs始终表现出一种模
式，即在逻辑上不健全的推理基础上产生看似
正确的答案。
这样的发现强烈表明，仅仅为了最终结果优
化可以激励模型采用“捷径”策略——有效地
进行奖励作弊——学习如何最大化结果指标而
不发展真正的推理完整性。这个问题进一步加
剧了系统性传播的风险。奖励作弊症状的缺陷
解决过程可能会在用于监督微调（SFT）的数
据集中出现，可能会在后续模型生成中延续不
良的推理模式。我们对据报道用于 SFT流程的
OpenMathReasoning (Moshkov et al., 2025)样本
的分析表明，57.7 % 的解决痕迹包含推理缺
陷。这引发了严重的担忧，即模型错误输出污
染训练数据的反馈循环，增强了肤浅或错误的
推理，最终限制了模型可靠解决数学问题的能
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力。
这些结果表明，现有的基准无法充分评估大
型语言模型（LLMs）的推理能力，因为仅依赖
结果的指标通常无法捕捉到关键的过程层面的
缺陷。作为裁判的大规模 LLM方法——尽管
被越来越多地采用用于自动评估——面临着重
大的可靠性挑战 (Faggioli et al., 2023; Li et al.,
2024)。这些自动裁判存在一系列问题，包括提
示敏感性和不一致性 (Sclar et al., 2024; Ganesh
et al., 2025)，以及风格偏差和自我偏好 (Zheng
et al., 2023; Panickssery et al., 2024)——最终显
示出与人类判断较弱的相关性 (Zheng et al.,
2023; Xie et al., 2025)。
因此，尽管结果奖励模型取得了明显的成
功，仍然迫切需要评估可以对推理过程本身
进行评估的方法。超越仅仅检查答案是有效检
测和惩罚奖励作弊行为的关键。为弥补这一差
距，我们引入了 ParaStepVerifier——一个专为
数学解决方案的细致、逐步验证而设计的智能
体。ParaStepVerifier系统地识别出错误的推理，
精确定位逻辑崩溃的具体步骤。这种细致的反
馈不仅能够对故障模式进行详细的诊断，还有
助于整理更高质量的训练数据。通过提供这种
结构化的见解，ParaStepVerifier为模型评估和
发展更为稳健的 LLM数学推理提供了更可靠
的基础。
我们的主要贡献是：
• 我们构建了MathOlympiadEval，这是一个
包含来自 CMO、IMO和 OpenMathReason-
ing的具有挑战性的数学问题的多样化数
据集。每个问题都由人类专家标注以验证
推理的正确性。

• 在进行数学推理时，我们发现了结果奖
励的 LLMs（例如，DeepSeek-R1）在答案
准确性（80.1 %）和推理正确性（39.7 %
）之间存在显著差距，这表明正确答案
常常源于错误的推理。我们进一步识别出
常见的失败模式，例如猜测和逻辑错误，
并显示 57.7 % 的采样 SFT 数据（例如，
OpenMathReasoning）中包含这种缺陷，这
引发了对奖励欺骗和因数据污染导致推理
退化的担忧。

• 我们提出了 ParaStepVerifier，这是一种执
行逐步验证和详细错误识别的代理。它可
以评估数学推理过程，检测奖励欺骗，并
适用于解答和基于证明的任务。

2 相关工作

大语言模型作为评判者 现有的基准测试未
能充分评估大型语言模型（LLMs）的推理过
程，因为仅基于结果的指标往往忽视关键的

过程层面缺陷。虽然越来越多地使用可扩展的
LLM-作为-评审方法，但其面临显著的可靠性
挑战 (Faggioli et al., 2023; Li et al., 2024)。这些
自动化评审存在持续的问题，包括：不一致性
和提示敏感性 (Sclar et al., 2024; Ganesh et al.,
2025)；对冗长性或特定风格的固有偏见，以
及偏袒与自身风格相似的输出 (Zheng et al.,
2023; Panickssery et al., 2024)；倾向于忽视逻
辑谬误 (Wang et al., 2024; Zheng et al., 2023)；
与人类判断相关性差 (Zheng et al., 2023; Xie
et al., 2025)；以及当评审与被评估模型存在相
同弱点时，无法检测错误 (Wang et al., 2024;
OpenAI et al., 2024)。

推理模型 在评估大型语言模型的数学推理
方面存在关键差距。根据与 Petrov et al. (2025)
关于大型语言模型证明困难及不可靠的“大
型语言模型作为评判者”的评估结果，我们的
MATHOLYMPIADEVAL数据集广泛记录了答案
过程正确性之间的差异。为了解决这个问题，
ParaStepVerifier提供了强有力的逐步验证。类
似地，Mahdavi et al. (2025)识别了奥林匹克问
题解决中的奖励作弊行为；MATHOLYMPIADE-
VAL扩展了这一发现，展示了在各种数学竞赛
中，包括高中水平（表格 1 )，这一问题的普
遍性。
我们的研究还质疑了对训练验证器（例如

Heimdall (Shi and Jin, 2025) ）依靠基于结果
的奖励，因为MATHOLYMPIADEVAL显示这种
监督掩盖了潜在的推理缺陷。尽管 Yang et al.
(2025)的 StepMathAgent提出了一种逐步评分
系统，但我们的 ParaStepVerifier专注于明确地
确认每个推理步骤的二元正确性。

3 MATHOLYMPIADEVAL：用于数学推
理及其评估的数据集

本节介绍了MATHOLYMPIADEVAL，一个新的
数据集，旨在促进对大型语言模型（LLMs）中
数学推理的细致评估。我们首先定义数据集
所涉及的核心推理任务，然后详细介绍其构
建和严格的标注过程。最后，我们展示使用
MATHOLYMPIADEVAL 获得的初步评估结果，
突出了模型答案正确性与其推理合理性之间的
重要差异。

3.1 任务定义

给定一个来自 MATHOLYMPIADEVAL 数据集
的数学问题 P 和一个由 LLM 生成的候选
解决方案 S ，其中 S 由一系列推理步骤
{s1, s2, . . . , sn} 组成，最终得到答案 A ，评
估任务旨在评估 S 的两个不同方面：
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1. 答案正确性（CA ∈ {0, 1}）：对于找答案
问题，我们确定最终答案 A是否与参考答
案R匹配。这个二元判断代表了通常在数
学基准中使用的传统结果导向评估。

2. 推理正确性（CR ∈ {0, 1}）：我们评估解
题过程是否遵循有效的数学原理，没有逻
辑缺陷、不正确的运算或不合理的结论。
只有当每一步 si 从问题陈述和前面的步
骤 (P, {s1, . . . , si−1})逻辑上推导出时，解
决方案才具有正确的推理。

3.2 MATHOLYMPIADEVAL的构建与注释
问题策划 MATHOLYMPIADEVAL 数据集由
204个高质量的数学问题组成，这些问题来自
四个主要类别：中国数学奥林匹克初赛 (CMO-
Preliminary; 86 个问题)、国际数学奥林匹克
(IMO; 62个问题)和 NVIDIA的 OpenMathRea-
soning 数据集 (56 个问题) (Moshkov et al.,
2025)。为了确保问题的多样性并减少选择偏
差，CMO-Preliminary、IMO 和 OpenMathRea-
soning (特别是来自《解题艺术》“高中奥林匹
克”部分)的问题是随机抽取的。经过精选的
数据集包括 58个证明题和 146个求解题，这
代表了竞赛级别数学中的一系列典型挑战。
针对 MATHOLYMPIADEVAL 中的问题生成
的候选解决方案使用了两个先进的开源 LLM：
QwQ-32B和 DeepSeek-R1，这两个模型都通过
强化学习和基于结果的奖励进行了微调。一个
一致的提示方法确保模型输出包含完整的推理
步骤。对于基于证明的问题，模型生成了正式
的证明和推理过程。对于寻找答案的问题，模
型提供了最终答案和详细的解决路径。这些生
成的解决方案与问题一起构成了数据集的一部
分。

标注方法 在MATHOLYMPIADEVAL中，LLM
生成的解答经过严格的注释过程。首先，在适
用的情况下，进行初步的自动验证以检查答案
的正确性。随后，由具有丰富数学竞赛经验的
数学研究生进行人工注释阶段。注释者会得到
初步验证结果和官方参考解答。所有注释者都
接受了统一的培训和指导。
为了深入了解模型的缺陷，在推理中被识别
为不正确的解决方案被系统地分类。这个错误
分类是数据集标注的一个关键特征。预定义的
错误类型包括：

• 通过猜测解决：检测那些依赖于特定实例、
通过发现模式而没有严谨推广或其他非演
绎跳跃来得出结论的实例。

• 循环推理：识别在前提中隐含或明确假设
了待证明命题的论证。

• 不等式操作错误：检测不正确应用或转换
不等式性质和运算的情况。

• 计算错误：识别解题步骤中的算术或代数
错误。

• 逻辑谬误: 检测不属于其他类别的更广泛
的错误推理模式或形式/非形式谬误。

包括错误分类在内的每个标注都经过了三个
回合的迭代审核过程，每个回合由不同的专家
注释员进行，以确保MATHOLYMPIADEVAL中
标签的可靠性和准确性。

3.3 对MATHOLYMPIADEVAL的 LLM推理
的初步评估

我们对 MATHOLYMPIADEVAL 数据集的初步
评估揭示了当前大型语言模型中的一个关键现
象：通过基于结果的奖励进行训练的模型经常
通过有缺陷或不合理的推理过程达到正确的最
终答案。表格 1展示了一个统一分析，比较了
来自MATHOLYMPIADEVAL的 146个答案找到
问题的答案正确性与人类验证的推理正确性。

Metric CMO IMO OpenMathReasoning Overall

Total Problems (Answer-Finding) 59 31 56 146
Answer Correctness ( % ) 88.1 41.9 92.9 80.1
Human Correctness (Reasoning) ( % ) 47.5 0.0 53.6 39.7

Correct Answers (Count) 52 13 52 117
Sound Reasoning Among Correct Answers ( % ) 53.8 0.0 57.7 49.6

Table 1: 对答案正确性与人工验证推理正确性之间
的统一分析，以及在最初 146个答题问题的正确答
案中合理推理的比率。

如表 1 所示，大语言模型在这些问题上的
总答案正确率很高。然而，底层推理过程的人
类验证正确性要低得多。这个鲜明的差异表
明，即使在生成正确的最终答案时，模型也经
常采用有缺陷或不完整的推理。这个问题在
MATHOLYMPIADEVAL内的具有挑战性的国际
数学奥林匹克问题中尤为显著。虽然模型实
现了显著的答案正确率，但这些正确答案中
没有一个来源于健全的推理过程。对于 CMO-
Preliminary和 OpenMathReasoning问题，推理
正确率较高，但相当部分正确回答的问题仍然
缺乏有效的支持性推理步骤。

4 ParaStepVerifier方法论

我们引入了 ParaStepVerifier，一种用于评估数
学推理的新型自动化方法。它验证提议解决方
案中每一步的逻辑正确性。这种方法使用大型
语言模型（LLMs）作为验证代理，能够进行更
详细、可解释且可能更准确的评估，相较于整
体或仅结果的方法。
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4.1 逐步验证任务
核心任务是评估候选解 S 对于给定数学问题
P 的正确性。我们将 S视为一个有序的推理步
骤序列 S = {s1, s2, . . . , sn}。整个解决方案的
有效性取决于每个步骤的正确性。

4.1.1 验证背景和目标
每个推理步骤 si ∈ S 都在特定的上下文中进
行评估。步骤 si 的主要验证上下文 Ci 包括
问题陈述 P 和前面有效步骤的历史 Hi−1 =
{s1, s2, . . . , si−1}。目标是确定 si 是否逻辑上
源于这个已建立的上下文 (P,Hi−1)。
若一个步骤 si包含一个或多个推理错误，则
该步骤

4.1.2 错误分类
是不正确的。第 3.2节详细介绍了注释过程 E
下关键错误类型的集合。值得注意的是，“计
算错误”被排除在 ParaStepVerifier的验证提示
之外，因为函数调用通常可以解决此类错误。
此外，我们的数据集将“计算错误”定义为包
含证明步骤中的计算错误，而不仅仅是在寻求
答案的问题中。

4.1.3 形式验证定义
令 m = |E| 为错误类型的数量。对于每个
错误类型 j ∈ {1, . . . ,m} ，错误检测函数
ej(P,Hi−1, si)如果在从上下文中推导出 si 时
出现错误类型 j，则返回 1，否则返回 0。步骤
si的验证函数 V 确定其正确性：

V (si|P,Hi−1) =

1 if
m∑
j=1

ej(P,Hi−1, si) = 0

0 otherwise
(1)

值为 1表示步骤正确（错误和为 0），值为 0表
示至少有一个错误。这可以简洁地表示为：

V (si|P,Hi−1) =

m∏
j=1

(1− ej(P,Hi−1, si)) (2)

当且仅当所有步骤都正确时，整体解 S才是正
确的：

Correctness(S|P ) =
n∏

i=1

V (si|P,Hi−1) (3)

4.2 基于 LLM的实现：ParaStepVerifier代
理

我们使用基于 LLM 的代理来实现逐步验证。
该代理在每个步骤的上下文中进行分析，以识
别错误并提供判断。

4.2.1 输入准备：解分解
我们的系统自动将数学解答分割成离散步骤，
利用现代推理模型固有的逐步结构。一个解
答 S 被分解成一个有序的推理步骤序列 S =
{s1, s2, . . . , sn}，其中每个 si是一个连贯的数
学推理单元。为了确保每个步骤足够实质性以
便进行评估，如果 sk 的长度低于经验设定为
12个标记的阈值 θ，则相邻步骤 sk 和 sk+1被
连接在一起。
要验证步骤 si ，LLM 代理会收到一个精
心构建的上下文。这个上下文包括原始问题
P 、前面的步骤 Hi−1 = {s1, s2, . . . , si−1} 、
当前的步骤 si 以及任何未来的步骤 Fi+1 =
{si+1, . . . , sn} 。用于验证 si 的完整上下文是
一个称为分析上下文的元组 (P,Hi−1, si, Fi+1)
。虽然未来的步骤 Fi+1有助于 LLM理解解决
方案的走向，但代理的主要任务是根据从验证
上下文 (P,Hi−1)逻辑推导的严格性来判断 si
的正确性，并以我们的提示结构（B节）为指
导。

4.2.2 自适应验证策略
ParaStepVerifier采用一种基于解题步骤数量的
自适应策略，以提高评估的效率和准确性。对
于只有单个推理步骤的简洁解答，系统使用
结合 LLM 评估和针对性错误检测的直接方
法，以快速验证解答。对于复杂的多步解答，
ParaStepVerifier 启动其完整的逐步验证机制。
它仔细分析每一个步骤 si，使用之前验证过的
步骤序列 Hi−1和后续步骤 Fi+1作为上下文。

4.3 系统架构及并行化

为了有效处理长解答，ParaStepVerifier 在并
行处理架构中实现。主要组件包括：解答分
解模块：实现步骤分割和连接。任务队列：
包含验证任务，每个对应一个步骤 si 及其
上下文。并行验证工作者：一个由工具如
concurrent.futures.ProcessPoolExecutor
管理的进程池。每个工作者都执行一个任务，
构建提示，查询 LLM，并解析判断。资源管
理：根据可用资源自适应管理工作者数量。使
用 LLM API进行批处理以提高效率。结果聚
合：收集所有步骤的真假判断，通过方程 3确
定整体解答正确性。这种并行架构显著减少了
复杂数学解答的评估时间。

5 实验

5.1 设置

数据集和基线 我们在我们的数据库 MATH-
OLYMPIADEVAL上评估我们的方法。我们评估
了几个在数学推理任务中表现出显著能力的
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模型的性能，包括 Gemini-2.0-flash, QwQ-32B,
o1-mini, o3-mini, Qwen3-32B, o1和 Gemini-2.5-
Pro。这些模型作为数学证明或解决方案的基
线验证代理。
为了评估我们的验证模型在识别有缺陷的数
学解决方案或证明方面的性能，我们的主要评
估指标是 F1分数。我们将此任务框定为一个
二分类问题，其中“正”类表示给定的解决方
案是不正确的。
令 SGT

incorrect 表示在真实标签中被标记为不正
确的解集，SPred

incorrect 表示被我们的模型识别为
不正确的解集。真正正例（TP）、假正例（FP）、
假负例（FN）、精度、召回率和 F1分数定义如
下：

TP = |SGT
incorrect ∩ SPred

incorrect|, (4)

FP = |SPred
incorrect \ SGT

incorrect|, (5)

FN = |SGT
incorrect \ SPred

incorrect|, (6)

Precision =
TP

TP + FP
, (7)

Recall =
TP

TP + FN
, (8)

F1 = 2× Precision × Recall
Precision + Recall

. (9)

5.2 结果
本节详细介绍了 ParaStepVerifier 的实证表现。
我们首先展示了它在提高数学推理验证准确性
方面的整体有效性及其相对成本效益。然后，
我们分析了其在评估具有扩展推理链的解决方
案时的稳健性。

5.2.1 整体验证性能和成本效益
我们的评估结果在表格 2 中进行了总结。结
果显示，与各种基础模型中的标准大型语言模
型作为评判基线相比，ParaStepVerifier显著提
高了识别不正确数学解决方案的 F1分数。例
如，即使是一个较为强大的基础模型如Gemini-
2.0-flash，当结合 ParaStepVerifier 时，其总体
F1分数从 75.89 %提升到 83.39 %。这突显了
ParaStepVerifier通过其结构化的、逐步验证的
过程来指导基础模型实现更准确的评估能力，
在各种不同的数学子数据集上均观察到了一致
的性能提升。

ParaStepVerifier使基本模型能够实现甚至超
越更强大、最先进模型（如 o1）的评估能力，
同时与基本模型结合的 ParaStepVerifier在成本
效益上比强大模型更有优势。这里，强大模
型仅用于一个简单的“LLM-as-a-judge”功能。
如表 2所详细说明，ParaStepVerifier与 Gemini-
2.0-flash结合实现了最佳性能（总体 F1：83.39
%），并且在代理解决方案中也是最具成本效

益的。它略优于 Gemini2.5Pro（总体 F1：83.26
%），后者作为最佳“LLM-as-a-judge”解决方
案的估计成本为 $ 0.97，远低于 Gemini2.5Pro
的 $ 9.32或 o3-mini作为“LLM-as-a-judge”时
的 $ 4.12，尽管后两者的 F1评分较低。这表明
ParaStepVerifier提供了一种有效的路径，以显
著提高数学推理评估的准确性，并且通常具有
更高的成本效益。
虽然 ParaStepVerifier 在测试的模型中显示
了显著的改进，但我们目前并没有展示将
ParaStepVerifier与列在 LLM-as-a-judge类别中
的最强大 LLM（如 o1或 Gemini2.5Pro）整合
的结果。这主要是因为 ParaStepVerifier固有的
详尽的、逐步验证过程所需的巨大计算成本和
资源需求。每次使用这种方法进行解决方案验
证时都涉及多次 LLM调用，将其应用于最大
模型将导致显著更高的费用和更长的处理时
间，这超出了当前实验设置的范围。未来的工
作可能会在资源允许和模型 API 成本变化时
探索这些配置。

Model F1 Score ( % ) Cost ( $ )

CMO IMO OpenMathReasoning Overall

LLM-as-a-judge

QwQ-32B 43.33 65.22 37.84 52.91 0.84
Qwen3-32B 51.61 78.43 40.00 62.75 1.04
Gemini-2.0-flash 57.14 94.92 62.75 75.89 0.37
o1-mini 48.57 77.23 41.86 60.75 4.10
o3-mini 67.47 95.80 69.09 80.93 4.12
o1 65.71 94.02 20.00 74.65 56.21
Gemini2.5Pro 70.89 97.52 70.37 83.26 9.32

ParaStepVerifier

ParaStepVerifier_o1-mini 68.89 77.23 64.00 71.37 10.64
ParaStepVerifier_QwQ-32B 61.73 90.27 58.82 74.29 2.18
ParaStepVerifier_Qwen3-32B 72.09 94.92 72.73 82.63 2.71
ParaStepVerifier_Gemini-2.0-flash 69.57 97.52 75.86 83.39 0.97

Table 2: 在 MATHOLYMPIADEVAL 上的评估结果。
我们在 MATHOLYMPIADEVAL数据集上报告 F1分
数（%）和估计的评估成本（$）。

5.2.2 关于具有扩展推理链的解决方案的性能
为了评估 ParaStepVerifier在更复杂问题上的有
效性，我们将其与 LLM+EC（作为判断者的
LLM 与错误分类）策略在具有扩展推理链的
解决方案中的表现进行比较。表 3详细显示了
这种比较，突出显示了 ParaStepVerifier相对于
LLM+EC在 F1分数上取得的相对提升。
表 3 中的结果表明，随着解决方案复杂性
的增加（步骤数 > 7 和 > 9），ParaStepVerifier
均能持续实现明显的相对 F1分数提升。例如，
以 QwQ-32B作为基础模型时，ParaStepVerifier
在步骤超过 7的解决方案中实现了 17.49 %的
相对 F1分数提升，对于超过 9步的解决方案
则显著提升到 28.56 %，相比于 LLM+EC。类
似的显著相对增长在其他基础模型中也有观
察到；o1-mini在最复杂问题（>9步）中记录
了令人瞩目的 50.02 %的相对提升。即使对于
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Base Model Verification F1 ( % ) F1 ( % )
Strategy (Step >7) (Step >9)

QwQ-32B
LLM+EC 72.22 66.67
ParaStepVerifier 84.85 85.71
Rel. Improv. ( % ∆ ) +17.49 % +28.56 %

o1-mini
LLM+EC 60.61 44.44
ParaStepVerifier 72.22 66.67
Rel. Improv. ( % ∆ ) +19.15 % +50.02 %

Qwen3-32B
LLM+EC 80.00 85.71
ParaStepVerifier 87.18 88.89
Rel. Improv. ( % ∆ ) +8.98 % +3.71 %

Gemini-2.0-flash
LLM+EC 83.33 66.67
ParaStepVerifier 85.00 85.71
Rel. Improv. ( % ∆ ) +2.00 % +28.56 %

Table 3: 在扩展推理链上的验证策略之间的 F1 性
能比较。每个模型的专用行显示 F1分数（绿色粗
体值）中由 ParaStepVerifier相对于 LLM+EC实现
的相对提高（Rel. Improv. % ∆）。

像 Qwen3-32B和 Gemini-2.0-flash这样更强的
基线，ParaStepVerifier也提供了明确的优越性，
其中 Gemini-2.0-flash 在超过 9 步的解决方案
中显示出 28.56 %的相对 F1增加。
这种显著的正相对改进的一致趋势，如表
格 3中每个模型的 Rel. Improv. ( % ∆ )行所
详细描述的，强调了 ParaStepVerifier在准确验
证需要广泛、多步骤推理的解决方案方面的增
强能力。

6 消融实验

在本节中，我们进行消融研究以评估我们的
ParaStepVerifier流程的关键方面。首先，在第
6.1节中，我们分析错误分类和逐步验证的单
独和组合影响，这些是评估数学推理正确性的
核心机制。随后，在第 6.2节中，我们检验并
行验证在提高处理效率方面相较于顺序方法的
有效性。

6.1 错误分类与逐步验证

Base Model Verification Strategy CMO IMO OpenMathReasoning Overall

QwQ-32B

LLM-as-a-judge 43.33 65.22 37.84 52.91
ParaStepVerifier w/o EC 47.76 70.83 42.86 57.56
LLM+EC 55.07 81.90 50.00 66.67
ParaStepVerifier 61.73 90.27 58.82 74.29

o1-mini

LLM-as-a-judge 48.57 77.23 41.86 60.75
ParaStepVerifier w/o EC 58.54 86.24 44.44 68.64
LLM+EC 58.97 70.83 63.83 65.16
ParaStepVerifier 68.89 77.23 64.00 71.37

Qwen3-32B

LLM-as-a-judge 51.61 78.43 40.00 62.75
ParaStepVerifier w/o EC 58.33 88.29 52.17 71.62
LLM+EC 65.85 90.27 65.31 77.05
ParaStepVerifier 72.09 94.92 72.73 82.63

Gemini-2.0-flash

LLM-as-a-judge 57.14 94.92 62.75 75.89
ParaStepVerifier w/o EC 59.26 90.27 60.38 73.68
LLM+EC 69.57 97.52 73.33 82.78
ParaStepVerifier 69.57 97.52 75.86 83.39

Table 4: 关于错误分类和逐步验证影响的消融研
究。F1分数报告针对我们数学推理数据集 MATH-
OLYMPIADEVAL使用不同验证策略的结果。

本节分析了错误分类（EC）和逐步验证（Step-
by-Step Verification）对 ParaStepVerifier的影响，
这两个组件是其关键部分。表 4给出了 F1分
数，展示了它们各自和组合在一起的贡献。

错误分类 错误分类（EC）模块一致地增强了
验证性能。首先，将 EC 添加到标准的 LLM-
as-a-judge 方法中形成 LLM+EC 可以提高所
有基础模型的整体 F1分数。例如，QwQ-32B
和 Qwen3-32B显示了显著的提升。其次，EC
还提升了我们的逐步方法：具有 EC 的完整
ParaStepVerifier 在所有模型上都优于没有 EC
的 ParaStepVerifier。这些结果表明，EC通过实
现更精确的判断来优化验证过程。

逐步验证 步骤验证相比于整体评估也提供了
明显的优势。即使没有 EC，ParaStepVerifier w/o
EC 通常也能比以 LLM 作为评判基准的方法
取得更高的整体 F1分数，比如在像 QwQ-32B
和 o1-mini这样的模型中可以看到。这突显出
了将验证任务分解的固有优势。当整合了 EC
后，逐步进行的方法的优越性变得更为明显。
完整的 ParaStepVerifier一贯超越 LLM+EC，进
一步提升了所有基础模型的整体 F1分数。

6.2 并行验证

为了评估我们的并行处理架构在效率提升方面
的效果，我们分析了不同验证策略的运行时间，
详细信息见表格 5 。该表比较了 ParaStepVer-
ifier、其顺序对应版本 SeqStepVerifier，以及
LLM-as-a-judge基线。

Verification Strategy QwQ-32B Qwen3-32B o1-mini Gemini-2.0-flash

LLM-as-a-judge 8.04 6.61 1.22 0.40
SeqStepVerifier (Sequential) 23.78 19.36 4.05 1.11
ParaStepVerifier (Parallel) 9.88 7.48 1.88 0.51

Table 5: 并行验证策略的运行时间分析（小时）

数据显示，并行化显著减少了验证时间。对
于所有测试的模型，相比于 SeqStepVerifier，
ParaStepVerifier显著降低了运行时间，例如，在
QwQ-32B上实现了超过 2.4倍的加速。这种在
各个模型上的一致加速表明了 ParaStepVerifier
并行架构的有效性，这对于及时处理复杂的数
学解决方案至关重要。
虽然 ParaStepVerifier本质上由于其详细的逐
步分析导致比 LLM-as-a-judge基线具有更高的
计算成本，但并行化使其运行时间与该基线相
当。因此，ParaStepVerifier的并行策略有效地减
轻了与细粒度、逐步分析相关的计算开销，提
供了一种实用且可扩展的解决方案，用于稳健
的数学推理评估，同时实现比 LLM-as-a-judge
更为彻底的评估。
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7 结论

本文研究了人工智能发展中的一个重大挑战：
大型语言模型在数学推理任务中通过基本上有
缺陷的过程得出正确答案的倾向。这个问题通
常被优先考虑最终结果而不是推理步骤完整性
的评估方法所掩盖。我们的工作实证性地确认
了当代大型语言模型中的表面答案准确性与真
正过程合理性之间的重大脱节，通常将此归因
于“奖励漏洞”，即模型利用评估指标而没有
形成真正理解，从而导致常见的错误，如无根
据的猜测或显著的逻辑缺陷。
为了解决这一问题，我们开发并验证了

ParaStepVerifier，这是一种采用基于代理系
统的全新方法，进行详细的逐步验证数学解
题的正确性。通过使用我们新构建的 Math-
OlympiadEval 数据集进行全面评估——这一
数据集包含具有详细人类正确性注释的多样化
挑战数学问题——我们展示了 ParaStepVerifier
显著提高了数学推理评估的准确性和可靠性。
我们的研究结果表明，当应用 ParaStepVerifier
时，在识别错误解答上有持续的改善，超过了
传统的整体评估方法，特别是在处理需要延
长推理链的复杂问题时。这种提升的性能通
常是在更具成本效益的情况下实现的。对于
ParaStepVerifier组件的进一步分析确认了其逐
步分析以及集成错误分类能力的独特优势。

ParaStepVerifier提供了一个更为稳健和透明
的框架，用于审查大型语言模型的推理路径。
它作为一种有价值的工具，可以用于更可靠的
模型评估，用于指导创建更高质量的训练数据
集，并最终促进拥有更可靠且可验证的数学推
理能力的人工智能系统的发展。虽然本研究奠
定了坚实的基础，但未来的探索可能涉及随着
计算能力的进步，将 ParaStepVerifier与最先进
的大型语言模型相结合，以及适应其原则来评
估其他专业领域的复杂推理。

8

局限性
虽然 ParaStepVerifier在更可靠的数学推理评
估方面提供了重要的进展，但我们承认存在某
些局限性。
我们的发现主要基于 MATHOLYMPIADEVAL

数据集，该数据集强调结构化的数学问题，包
括解答问题和基于证明的任务。虽然在这些
数学任务上的表现令人鼓舞，但在来自显著
不同数学领域的问题（例如，高度抽象的拓
扑学、量子场论推导）或具有独特结构呈现
的问题上的效果仍需进一步验证。此外，鉴于
ParaStepVerifier在验证数学证明中的逻辑步骤
的能力，其在更广泛的文本推理领域（如评估

法律文本或科学论文中论点的连贯性）中的推
广潜力是未来研究中一个引人注目的领域，但
当前研究尚未证实这种潜力。

依赖于基础 LLM 能力。 ParaStepVerifier 的
有效性本质上与它作为验证器所使用的 LLM
的推理和验证能力相关联。虽然我们的框架引
导 LLM进行更准确的评估，但所选基本模型
的固有限制或偏见仍可能影响验证结果，尤其
是在新颖或极其复杂的推理情况下。由于当前
的计算成本限制，使用最大规模的最先进 LLM
作为验证代理进行全面测试受到限制。
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Figure 2: 解题步骤数量的分布。x轴表示步骤的数量，y轴表示问题的数量。该分布突显出大部分解答涉
及适中的步骤数量，适合进行详细的推理分析。

A 数据集详情

本节详细说明了 MATHOLYMPIADEVAL数据集的构建和关键特征，这是一个用于评估大型语言
模型（LLMs）数学推理的基准。

A.1 数据集组成和问题类型

MATHOLYMPIADEVAL包含从以下来源获取的 204个数学问题：中国数学奥林匹克竞赛（CMO，
86个问题）、国际数学奥林匹克竞赛（IMO，62个问题）和 OpenMathReasoning（56个问题）。该
数据集内容多样，包括 58个基于证明的问题和 146个需要最终数值或符号答案的问题。问题难
度不一，其中 IMO的问题代表了最具挑战性的层级。
我们使用基于结果奖励策略训练的开源 LLM生成了解决方案。提示被设计用来引发完整的、
逐步的推理。每个生成的解决方案都经过严格的双重评估过程：为了确保高质量的注释，实施
了三轮迭代专家审查过程。推理有缺陷的解决方案根据错误类型进行了分类。如图 3所示，逻
辑谬误（59.8 %）和通过猜测得出的解决方案（34.1 %）是最普遍的错误类别，强调了当前 LLM
推理能力的系统性弱点。
对解的复杂性进行分析（图 2）显示每个问题的平均推理步骤为 5.04，中位数为 5，众数为

6。步骤数的范围从 1到 13。值得注意的是，约有 75%的解需要 7或更少的步骤。这一复杂性
水平足够挑战当前模型，但仍然可供人类细致分析推理过程。

A.2 LLM推理研究的价值

MATHOLYMPIADEVAL 提供了一个关键的基准，其包含了精细的人工注释，专门设计用于推进
LLM数学推理的研究。其主要贡献在于促进推理过程本身的评估，而不仅仅关注最终答案的正
确性。这一区别对于揭示“通过错误推理得到正确答案”的情况至关重要，这种现象可能掩盖
模型的真实能力并阻碍进步。通过提供对这些缺陷的见解，该数据集支持开发策略以减轻诸如
奖励欺骗等问题，并最终构建更加可靠且可解释的数学推理系统。

A.3 数据集格式

MATHOLYMPIADEVAL包含 204条记录。每条记录包括 13个不同的字段：问题描述、模型生成
的解决方案、详细的推理内容、答案正确性的二元评价、人类对推理正确性的评估、参考答案、
问题类型（基于证明或寻找答案）、用于生成的 LLM的详细信息、问题来源、主要错误类型（如
果适用）以及推理步骤的总数。
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Figure 3: 在大型语言模型生成的解决方案中，由错误推理导致的主要错误类型分布。逻辑谬误和猜测构
成了错误的大部分。

B 提示模板

本节介绍了用于数学推理评估的提示模板。模板涵盖对基线的整体评估以及对我们 ParaStepVeri-
fier的逐步骤验证，并包含错误分类等变体以支持消融研究。

B.1 将 LLM作为评判者的提示模板
我们的基准方法 LLM-as-a-judge对整个解决方案的正确性进行一次性评估。

B.2 ParaStepVerifier提示模板
我们提出的方法，ParaStepVerifier，通过独立评估每个解题步骤，进行细粒度的逐步验证。

C 案例研究

为了说明我们论文的核心发现——模型通常通过存在缺陷的推理来获得正确的最终答案——本
节展示了一系列从 MATHOLYMPIADEVAL 数据集中挑选出来的案例研究。这些例子源自 IMO、
CMO和 OpenMathReasoning，展示了各种失败模式，包括“猜测解法”、“计算错误”、“不等式
操作错误”和其他“逻辑谬误”。每个案例都是奖励机制漏洞的明显例子，突显了基于结果的正
确性与基于过程的稳健性之间的关键差距，并强调了诸如 ParaStepVerifier之类的更严格评估方
法的必要性。

C.1 开放数学推理

Case Study – OpenMathReasoning: Solution by Guess

Problem Description: Find all non-negative integers m and n such that (2n − 1) · (3n − 1) = m2

.
Error Category: Solution by Guess
Reason for Error: The solution relies on pattern-spotting from a few small examples ( n =
0, 1, 2, ... ) and fails to provide a rigorous proof that no solutions exist for larger values of n .
Through this flawed and incomplete derivation, it arrives at the correct answer.

Solution:
To find all non-negative integers m and n such that (2n − 1)(3n − 1) = m2 , we will proceed as
follows:
1. **Check small values of n :** - For n = 0 :

(20 − 1)(30 − 1) = (1− 1)(1− 1) = 0 · 0 = 0 = 02

So, (m,n) = (0, 0) is a solution.
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Figure 4: 用于整体解决方案评估的基本 LLM-作为评判者提示。
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Figure 5: 加入错误分类要求的 LLM作为评判者的提示。
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Figure 6: ParaStepVerifier使用逐步评估和明确的错误分类的提示。
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- For n = 1 :
(21 − 1)(31 − 1) = (2− 1)(3− 1) = 1 · 2 = 2

Since 2 is not a perfect square, n = 1 is not a solution.
- For n = 2 :

(22 − 1)(32 − 1) = (4− 1)(9− 1) = 3 · 8 = 24

Since 24 is not a perfect square, n = 2 is not a solution.
- For n = 3 :

(23 − 1)(33 − 1) = (8− 1)(27− 1) = 7 · 26 = 182

Since 182 is not a perfect square, n = 3 is not a solution.
- For n = 4 :

(24 − 1)(34 − 1) = (16− 1)(81− 1) = 15 · 80 = 1200

Since 1200 is not a perfect square, n = 4 is not a solution.
- For n = 5 :

(25 − 1)(35 − 1) = (32− 1)(243− 1) = 31 · 242 = 7502

Since 7502 is not a perfect square, n = 5 is not a solution.
- For n = 6 :

(26 − 1)(36 − 1) = (64− 1)(729− 1) = 63 · 728 = 45864

Since 45864 is not a perfect square, n = 6 is not a solution.
2. **Analyze the general case:**
Let A = 2n − 1 and B = 3n − 1 . Then A ·B = m2 . For A ·B to be a perfect square, A and B
must share a common factor d such that d is a perfect square, and the remaining factors of A and
B after dividing by d must also be perfect squares.
- Compute the GCD of 2n − 1 and 3n − 1 :

GCD(2n − 1, 3n − 1)

For n ≥ 1 , 2n − 1 is odd and 3n − 1 is even. Therefore, the GCD must be odd.
- Check small values of n to see if the GCD is a perfect square: - For n = 4 :

GCD(24 − 1, 34 − 1) = GCD(15, 80) = 5

Since 5 is not a perfect square, n = 4 is not a solution.
- For n = 6 :

GCD(26 − 1, 36 − 1) = GCD(63, 728) = 7

Since 7 is not a perfect square, n = 6 is not a solution.
- For n = 8 :

GCD(28 − 1, 38 − 1) = GCD(255, 6560) = 5

Since 5 is not a perfect square, n = 8 is not a solution.
- For n = 10 :

GCD(210 − 1, 310 − 1) = GCD(1023, 59048) = 11

Since 11 is not a perfect square, n = 10 is not a solution.
3. **Conclusion:**
From the above analysis, the only value of n that results in a perfect square is n = 0 . Therefore,
the only non-negative integer solution is:

(m,n) = (0, 0)
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我们使用人工标注者进行评估。标注者来自研究生院，并由资助支持。所有标注者都同意共
享数据。数据收集协议已获得伦理审查委员会的批准。
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