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Abstract

近年来，大型语言模型（LLMs）的进展在多个领域展现了非凡的能力，尤
其是在数学推理方面，其中几何问题解决仍然是一个具有挑战性的领域，
辅助构建在其中发挥着至关重要的作用。现有的方法要么表现不佳，要么
依赖庞大的 LLMs（例如，GPT-4o），导致巨大的计算成本。我们认为，具
有可验证奖励的强化学习（例如，GRPO）为训练较小的模型提供了一个
有前景的方向，这些模型可以有效结合辅助构建与稳健的几何推理。然而，
直接应用 GRPO于几何推理存在基本限制，因为它依赖于无条件奖励，从
而导致不加区别且适得其反的辅助构建。为了解决这些挑战，我们提出了
组对比策略优化（GCPO），一种新颖的强化学习框架，具有两项关键创新：
(1)组对比遮蔽，根据上下文效用自适应地为辅助构建提供正面或负面奖励
信号，以及 (2)长度奖励，以鼓励更长的推理链。在 GCPO的基础上，我们
开发了 GeometryZero，一系列经济规模的几何推理模型，能够审慎地决定
何时采用辅助构建。我们在流行的几何基准（Geometry3K，MathVista）进
行广泛的实证评估，证明 GeometryZero模型一致优于基线（例如 GRPO），
在所有基准上平均提高 4.29 %。

1 介绍

“ We shape our tools and thereafter our tools shape us. ”

— Marshall McLuhan

近期在大型语言模型（LLMs）方面的进展在包含数学在内的多个领域表现出色。其中，几
何问题求解被认为是一项具有挑战性的任务，它需要对视觉背景（即几何图形）的感知和复
杂的推理。现有的训练方法要么利用大量带注释的数据进行监督学习，要么专注于代数级
别的形式偏差。这使得当前模型在该领域表现不尽如人意，并且由于依赖于注释质量，导致
其推理链中缺乏自我校正能力。

另一系列研究侧重于辅助线，当图形本身复杂或者问题的内在属性受益于这样的构建时，
辅助线是非常有价值的，这显著降低了解题难度 (?) 。包括 ?? 在内的多项研究尝试通过修
改形式语言（例如代码）用于辅助构建，以此来增强视觉语言模型对上下文的利用，从而
提高它们在复杂几何问题上的推理能力。现有研究验证了将视觉上下文转换为形式语言并
利用 LLM能够获得更好的推理能力 (?) 。AlphaGeometry2 (?) 也使用 LLMs进行辅助构建。
然而，这些方法依赖于提示或训练巨大的模型（例如，Gemini, GPT-4o），这些都需要昂贵
的计算成本，限制了它们在现实世界中的部署。
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<think> 
Given that l_1 \parallel l_2, and the angles angle 1 = 50° and angle 2 = 75°, we need to find the measure of angle 
[. . .] 4. The angle 3 is the angle formed by the transversal and the line l_1 or l_2 that is adjacent to angle 2. 
This angle is supplementary to angle 2. 

To find angle 3: 
- The sum of angle 2 and angle 3 should be 180° because they are supplementary. 
- Therefore, angle 3 = 180° - 75° = 105°. 

However, this seems not to be the correct approach. As angle 3 is the angle between the transversal and the line 
l_1 or l_2 that is adjacent to angle 1. This angle is actually the exterior angle to the triangle formed by the 
transversal and the parallel lines. 
- The exterior angle angle 3 is the sum of the two opposite interior angles of the triangle, which are angle 1 and 
angle 2's corresponding angle (which is equal to angle 1）. Thus, angle 3 = 180° - angle 1 + angle 2 = 180° - (50° + 
75°) = 55°. Therefore, angle 3 = 55°. 
</think> 
<answer>A</answer>

GeometryZero-7B

✅

<think> 
<aux> We can add an auxiliary line from point \(A\) to a point on \(l_2\) such that 
it forms a straight line with \(\angle 2\), which will help us see that \(\angle 3\) 
and \(\angle 2\) are supplementary. ``` draw_dashed_lines(ax, D, l3_p2) [. . .] ```
</aux> 
Given that \( l_1 \parallel l_2 \), we know that the corresponding angles and 
alternate interior angles formed by a transversal are equal. In the diagram, we have: 
[. . .]
Therefore, the sum of \(\angle 2\) and \(\angle 3\) should be \(180^\circ\). So, we 
can calculate \(\angle 3\) as follows: \[ \angle 3 = 180^\circ - \angle 2 = 180^\circ 
- 75^\circ = 105^\circ - 45^\circ = 65^\circ \] 
</think> 
<answer>C</answer> ❌

Qwen2.5-7B-ToRLAs presented in the diagram, line l₁ ∥ l₂, ∠1 = 50°, ∠2 = 75°, 
then ∠3 = ().

A. 55° B. 60° C. 65° D. 70°

Here is the formal language for the geometry diagram:
```python
[. . .]
l1_p1 = (x_min, y1)
l1_p2 = (x_max, y1)
[. . .]
draw_angle_marker(ax, A, D, B, label='3', size_ratio=2.2)
[. . .] ```

∠2 and ∠3 are supplementary?
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Figure 1: 在 ToRL和我们的 GCPO之间的比较研究。（a）两个案例比较 GeometryZero-7B与
Qwen2.5-7B-GRPO，揭示了 GeometryZero-7B谨慎地直接进行推理，而一款 ToRL训练的模
型则不加选择地进行辅助构建。（b）紫色文本强调了两个模型在推理过程中的错误步骤。
orange underlined 文本在推理过程中的显示了关键反思步骤，我们将其识别为模型在几何
问题解决中的“顿悟时刻”(?) ，从中 GeometryZero-7B在几何问题解决情境中受益。（c）
GeometryZero展示了在不同模型规模中较之 ToRL更好的整体表现和更好的扩展效果。

在 Deepseek-R1-Zero (?) 取得成功之后，GRPO成为一种在推理任务和工具学习中普遍适用
且有效的范式 (????) 。这使得它特别适合于训练能够进行辅助构建的中等规模模型，同时
实现强大的几何推理性能。然而，将 GRPO框架直接应用于具有辅助构建的几何推理面临
挑战：在某些情况下，强制或冗余的辅助构建是没有必要的，甚至可能是有害的。具体来
说，有些问题可以通过直接推理来解决而不需要辅助线，强制它们的加入实际上可能会导
致错误的解决方案。目前的 RL工具使用方法通常依赖于无条件奖励（在所有实例中始终积
极的信号）来鼓励不加区分的工具调用 (?) 。这种方法缺乏灵活性，无法自主判断辅助构建
何时适宜，从而限制了 RL在几何问题解决中的效果。

我们假设需要一个灵活的机制，允许模型通过强化学习来学习何时使用辅助构造以及何时
放弃。为此，我们提出了一种新的强化学习方法，称为组对比策略优化（GCPO），该方法避
免了无条件奖励的缺点。具体来说，GCPO与传统的 GRPO有显著不同：它通过两组对比
的行为预测量辅助构造的好处，然后通过组对比掩码提供灵活的信号（条件奖励），包括鼓
励或惩罚。这一机制使得 GCPO能够在明显有利的情境中灵活地鼓励辅助构造，同时在明
显不利的情况下惩罚它。受到 LCPO (?) 的启发，我们的工作引入了一个长度奖励，以鼓励
多维和更深入的推理。

在 GCPO的基础上，我们开发了 GeometryZero模型，这是专门用于几何推理的一系列轻量
级（从 1.5 B到 7 B）的 LLMs。大量实验表明，GeometryZero在多个几何问题解决基准测
试中表现优于经过 GRPO训练的模型，如 Geometry3K和MathVista。图 1所示，通过谨慎
选择辅助构建场景而不是不加选择地应用它，我们的 GeometryZero展示出卓越的几何推理
和反思能力，同时在实现优秀的整体性能和跨不同型号规模的更好扩展性方面优于无条件
奖励方法（如 ToRL (?) ）中的 RL方法。总之，我们的贡献总结如下：（1）我们验证了在其
推理过程中通过辅助构建，LLMs能够更好地解决几何问题解决场景中的复杂任务，在这些
场景中，它们利用上下文和经过修改的形式语言进行辅助构建。（2）在我们的工作中提出了
一种新的强化学习方法，叫做组对比策略优化，在强化学习期间，它能够灵活地为不同样本
的辅助构建提供鼓励或惩罚信号，避免模型不加区分地应用辅助构建，同时在策略上合理
时保持其优势。（3）我们训练了 GeometryZero模型，这是一系列轻量级几何推理模型，谨
慎地决定何时采用辅助构建。我们在这些模型及基准上进行了广泛实验，同时对 GCPO进
行了深入的消融研究，以验证每个组件的有效性，并进行了详细分析，揭示了关于我们方法
的关键见解。
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2 相关工作

2.1 几何问题求解

随着大型语言模型 (LLMs)的发展，研究人员开始将 LLMs应用于几何问题解决 (?) 。然而，
一些早期的工作如 ? 主要集中于代数层面的形式推导，这在解决具有数值解的实际问题时
效果有限。其他研究通过提出针对性的基准和数据集来解决几何问题解决数据的缺乏问题
(???) 。一些最近的工作使用大规模注释数据对模型进行监督微调，旨在提升多模态 LLMs
在几何问题上的表现 (?) 。

多种方法，如 GeoCoder (?) ，尝试利用形式化语言作为上下文（例如代码）来帮助模型进行
几何推理。其他研究则探索使用符号工具来增强模型的几何推理能力 (?) 。最近的研究，如
??? ，建议通过修改形式化语言鼓励模型构建辅助线，从而更好地利用几何上下文的内在特
性来解决问题。

2.2 具有可验证奖励的强化学习

长期以来，强化学习一直是大型语言模型（LLM）研究社区的一个重要关注点 (???) 。随着
Deepseek-R1 (?) 的出现，研究社区开始关注在各个 AI领域应用可验证奖励的强化学习，特
别是 GRPO (?) 。一些研究试图在较小的 LLM上重现 GRPO在激励推理能力方面的有效性
(?) 。其他人将 RLVR方法应用于多模态 LLM，以增强其对视觉上下文的理解 (??) 。还有
一些研究探索将视觉上下文转换为形式语言，并利用推理 LLM进行推理，旨在超越多模态
LLM的能力 (?) 。

GRPO算法最初在 ? 中提出，并应用于数学推理。与 PPO相比，它简化了强化学习管道，并
不再需要一个评论者模型。CPPO (?) 试图通过修剪优化 GRPO算法的效率，降低训练成本
同时保持准确性。DAPO (?) 引入一个截断机制和动态采样以提高训练的多样性和稳定性。?
使 GRPO的可验证奖励适应视觉感知任务，增强模型在视觉推理中的表现。ToRL (?) 尝试
将工具使用奖励整合到 GRPO中，加强模型的工具调用能力以提升其在数学推理中的表现。
另一项独立的工作提出了一种时间奖励与准确性奖励相结合的方法，以提高模型在视频语
境下的基础表现 (?) 。

3 预备知识

群组相对策略优化 (GRPO) 是一种新颖的算法，它利用客观可验证的监督信号来增强在
需要强推理能力的任务（例如数学和代码相关问题）上的模型性能。与依赖训练奖励模型的
先前方法（例如从人类反馈中进行强化学习）相比，GRPO利用直接验证函数来提供可靠的
奖励反馈。此方法简化了奖励学习机制，同时实现了与任务内在正确性的有效对齐。

具体而言，给定一个问题 q，策略模型 πθ 生成一组 N 采样输出 O = {o1, o2, . . . , oN}，其
中每个输出 oi 通过预定义的可验证奖励函数接收奖励信号 ri 。然后，GRPO优化如下的裁
剪目标：

max
πθ

EO∼πθ(q)

[
1

N

N∑
i=1

min
(

πθ(oi | q)
πθold(oi | q)

Ai, clip
(

πθ(oi | q)
πθold(oi | q)

, 1− ϵ, 1 + ϵ

)
Ai

)

− β DKL [πθ(o | q) ∥πref(o | q)]

]
.

(1)

。在这里，πold 表示当前更新前的策略，而 πref 是一个固定的参考策略（例如，初始模型）。
Ai 是基于其奖励信号 ri 的输出 oi 的优势估计，ϵ是裁剪阈值，β 是控制 KL正则化以防止
过度策略偏差的超参数。

现有的研究工作，例如 DeepSeek R1-Zero (?) 算法，放弃对有监督微调的依赖，而是完全通
过强化学习进行训练，特别是在群体相对策略优化（GRPO）框架内。与像 PPO (?) 这样的
传统强化学习方法相比，GRPO不需要用一个评论模型来评估策略的输出。给定一个问题 q
，GRPO首先使用当前策略 πθold 生成 G个不同的响应 O = {o1, o2, ..., oG}。然后，应用奖
励函数以获得一组可验证的奖励 {R(oi)}.。通过计算这些奖励的平均值和标准差，GRPO
对它们进行归一化，并估计每个响应 oi 的优势值如下：

Ai =
R(oi)− Eoi∼O[R(oi)]

std({R(oi)})
, (2)
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Figure 2: GCPO的说明。我们的 GCPO与 GRPO之间的一个关键区别是群对比屏蔽：(1)
GCPO额外采样两个回滚组 Ow 和 Owo ，用于通过精度奖励评估定量收益。(2) GCPO的辅
助奖励信号在训练过程中动态地屏蔽为正、负和零，如（方程 4）。另一个区别是，在 GCPO
训练过程中，一个新颖的长度奖励也被纳入可验证奖励 R中。

其中，Ai 是对应于第 i个响应的优势值，表示其相对质量，R是可验证奖励的总和。GRPO
框架鼓励模型生成具有更高可验证奖励的响应，从而在推理密集任务中提高可靠性和正确
性。

4 方法

4.1 概述

群对比策略优化（GCPO）引入了一个关键的创新修改：它结合了一种被称为群对比掩蔽的
重要机制，该机制在辅助构建有益时为辅助奖励提供积极掩蔽，而在其他情况下则应用消
极掩蔽（即惩罚）。为实现这一目标，我们提出了群对比掩蔽。由于辅助推理的需求，GCPO
还引入了额外的长度奖励，优化用于更长的完成时间。

4.2 辅助构建的强化学习

为使模型能够结合辅助构造推理（一种工具使用形式，即在思考过程中尝试使用类似 Tikz
代码的正式语言构造辅助线），我们引入了一种辅助奖励，以教授"how-to"能力，如在 ToRL
(?) 中，其中新引入了一个工具相关的奖励，以使用编码进行数学推理。在训练过程中，文
本上下文包含 TikZ代码或逻辑形式，具体见附录 ??中的细节，这些严格对应几何图形，并
提示模型自主决定是否在其推理过程中包含辅助线构造。对于可执行的 TikZ代码，如果思
考过程中更改的 Tikz代码能够成功执行并渲染图形，则辅助奖励为正；对于逻辑形式，我
们检测到特定标记 <aux>和 </aux>的存在，表示尝试修改逻辑形式以构建辅助线。因此，
给定响应 oi 的辅助奖励定义如下：

Raux(oi) =

{
1 ifmodelconstructsauxiliarylines,

0 otherwise.
(3)

4.3 辅助结构的条件奖励

受现有工作的启发 (??) ，我们旨在赋予模型在几何问题解决中通过形式语言进行辅助构建
的能力。然而，需要注意的是，虽然教会模型“如何去做”很重要 (?) ，但我们也必须教会
它们“何时去做”。尽管 GRPO已被证明在增强推理能力方面有效，但它缺乏工具使用的条
件奖励，仅依靠无条件奖励来鼓励期望的行为，这可能会导致在某些情况下工具的滥用。为
了解决这一限制，我们提出了群对比策略优化 (GCPO)，它引入了一种群对比奖励机制，为
条件奖励信号提供灵活的鼓励或惩罚，使训练好的模型能够灵活决定是否应用该工具（即
辅助构建）。

GCPO的关键见解来自于这样一个观察：在几何问题求解中，虽然辅助线在很多情况下可以
增强推理，但在某些情况下它们可能是不必要的，甚至是有害的。无条件地鼓励辅助构造可
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能会导致几何问题等复杂场景的表现不佳，因此，我们需要在强化学习过程中引入条件奖
励。

4.4 群体对比策略优化的组成部分

群组对比掩码 GCPO的核心思想是在训练期间，模型应该能够认识到使用代码绘制辅助
线的可量化益处——在有益时使用此能力，并在效果适得其反时避免使用。如图 2所示，在
响应采样期间，模型会生成 G展开O = {o1,o2, · · · ,oG}，以及另外两个对比展开组：一
个需要辅助线思维过程组Ow = {ow

i }，一个禁止辅助线思维过程组Owo = {owo
i }。分组对

比掩蔽功能定义为：

Mask(Raux(O)) =


Raux(O) ifE(Racc(O

w)) > E(Racc(O
wo)) + ϵ,

−Raux(O) ifE(Racc(O
wo)) > E(Racc(O

w)) + ϵ,

0 otherwise,

(4)

其中 Racc(oi)表示准确性奖励函数，指示响应 oi 是否包含正确的最终答案，Raux(oi)指的
是（方程 3中的）辅助奖励，而 ϵ（在实验中设为 0.05）是控制奖励掩蔽的阈值超参数。

长度奖励 辅助构造思维需要更深入的多维度分析，因而需要更长的推理过程。受长度控制
策略优化（LCPO）(?) 的启发，我们通过引入一个简化的长度奖励来进行调整，其中 len(oi)
计算响应中的标记数，而 lmax 是允许的最大完成长度。

Rlength(oi) = min{1, len(oi)
lmax

} (5)

可验证的奖励组合 作为 RLVR的一个变体，GCPO的可验证奖励 R(oi)结合了如下多种加
权成分，其中 RGRPO(oi)包括准确性奖励和确保适当输出结构的格式奖励，而表示辅助奖
励权重的超参数 λ和表示长度奖励权重的超参数 β 均被设定为 0.5。

R(oi) = RGRPO(oi) + λ ·Mask(Raux(oi)) + β ·Rlength(oi) (6)

从本质上讲，GCPO使用掩蔽辅助奖励来教授适当的工具使用情境，而长度奖励则确保足够
的推理能力。该框架在很大程度上继承了 GRPO的可验证奖励框架，采用基于结果的强化
学习进行模型训练。

5 实验
5.1 实验设置
对于数据集，我们应用了一个综合数据集，其中的数据采样自两个流行的几何问题求解
（GPS）数据集，包括 Geomverse (?) 和 Geometry3k (?) ，用于训练 SFT和 RL模型。训练
数据集的详细配方在附录 ??中详述。关于训练的细节，我们在训练和评估过程中利用了
vLLM推理框架 (?) 。更多细节在附录 ??中呈现。

至于模型，受 (?) 的启发，我们将视觉图表转换为形式化的语言上下文，以提高推理性能。
因此，我们使用 Qwen2.5 (?) 系列语言模型进行训练。在基准测试方面，除了 Geometry3k和
Geomverse的领域内基准测试，OOD几何基准测试还包括MathVista (?) 和 OlympiadBench
(?) 。详情在附录 ??中提供。

基准线 为了充分展示 GCPO的有效性，我们与以下基线方法进行了比较：（1）SFT。该
模型使用提示-响应对进行监督微调，其中响应是人工注释的或从有能力的大型语言模型中
提取的。（2）GRPO (?) 。一种通过可验证结果的强化学习算法，模型生成多个响应以估计
基线优势，从而鼓励推理并改善问题解决，这消除了使用评论模型或奖励模型的需要。（3）
ToRL (?) 。一种基于 GRPO的强化学习算法，附加了额外的奖励函数（方程 3），无条件地
鼓励工具使用（即，辅助构造）。

5.2 结果

如表 1所示，我们在四个几何问题解决基准上的实验结果表明，GCPO在提高模型处理几何
问题的能力方面具有有效性。主要发现总结如下：
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Base Model Method Geomverse Geometry3k MathVista OlympiadBench Avg.

Qwen2.5-1.5B-Instruct

- 4.20 41.76 47.70 13.44 26.78
+ SFT 4.80 44.25 43.11 14.51 26.67

+ GRPO 5.76 53.35 57.79 14.51 32.85
+ ToRL 5.26 57.01 57.79 11.29 32.84

GeometryZero (+ GCPO) 6.96 60.23 61.77 19.35 37.08

Qwen2.5-3B-Instruct

- 10.53 65.83 67.88 32.25 44.12
+ SFT 10.20 71.65 73.08 30.64 46.39

+ GRPO 12.13 75.87 82.87 31.72 50.65
+ ToRL 12.63 77.31 81.34 33.87 51.29

GeometryZero (+ GCPO) 11.30 79.25 82.56 35.48 52.15

Qwen2.5-7B-Instruct

- 14.76 70.99 68.19 39.24 48.30
+ SFT 15.36 75.98 76.14 41.93 52.35

+ GRPO 16.93 79.03 86.23 40.32 55.63
+ ToRL 12.56 78.75 83.48 44.08 54.72

GeometryZero (+ GCPO) 18.23 78.81 87.15 45.69 57.47

Table 1: 主要的实证结果。BoN@3通过率结果涵盖了域内基准，包括 Geomverse、Geome-
try3k，以及MathVista和 OlympiadBench的域外结果，其中最佳结果以粗体显示。我们的
GeometryZero（相对于，+ GCPO）模型的结果显示在灰色部分。

<think> 
<aux> 
To better visualize, we can add the angle markings and the fact that \(AB = AC\) to the diagram. This would help in understanding 
the isosceles triangle and the angle calculations. [. . .]
</aux> 
Given that AB = AC and angle CAB = 40°, triangle ABC is isosceles with AB = AC. Since the angles opposite the equal sides in an [. . .]
The sum of the angles in a triangle is 180°. Therefore, we can calculate angle ABC and angle ACB as follows: 

angle ABC + angle ACB + angle CAB = 180°
2 \cdot angle ABC + 40° = 180°
2 \cdot angle ABC = 140°
angle ABC = 70°
[. . .]
However, this seems incorrect because it implies a straight line, which is not possible in a quadrilateral. We need to consider the 
internal angles properly.

Since angle BCD = 180° - angle ACB = 110°, and knowing that the opposite angles in a cyclic quadrilateral sum to 180°, we have: 
angle D = 180° - angle BCD = 180° - 110° = 70° Thus, angle D = 70°. 
</think> 
<answer>D</answer>

GeometryZero-7B (/w auxiliary construction)

✅

<think> 
Given that AB = AC and angle CAB = 40°, triangle ABC is isosceles with AB = AC. Therefore, angle ABC 
= angle ACB. Since the sum of angles in a triangle is 180°, we have: 
angle ABC + angle ACB + angle CAB = 180°
2 \cdot angle ABC + 40° = 180°
2 \cdot angle ABC = 140°
[. . .]
angle ABC + angle CAB = 360° angle D + 110° + 70° + 40° = 360° angle D + 220° = 360° angle D = 
140° - 110° = 50° Thus, the measure of angle D is 50°. 
</think> 
<answer>B</answer> ❌

Qwen2.5-7B-GRPOAs shown in the figure, in ABCD, 
AB = AC, ∠CAB = 40°, then the 
degree measure of ∠D is (). <instruct 
prompt for reasoning>

A. 40° B. 50° C. 60° D. 70°

Here is the formal language for the 
geometry diagram (python code):
```python
[. . .]
# 2. Point Definition
points = {

'A': (0, 0),
'B': (4, 0),

[. . .]
draw_lines(ax, points['C'], points['D'])
draw_lines(ax, points['D'], points['A'])
draw_lines(ax, points['A'], points['C’])
[. . .]
```

D C

BA

D C

BA

∠BCD + ∠ACB = 180°?

Figure 3: GRPO与 GCPO之间的案例研究。两个回复比较了 Qwen2.5-7B-GRPO与我们的
GeometryZero-7B在一个MathVista问题上的表现，揭示了 GeometryZero-7B在其推理过程
中如何有效地构建辅助元素。推理过程中的 orange underlined 文本是在几何问题解决中的
反思过程。

我们观察到，SFT模型（Qwen2.5-1.5B-SFT和 Qwen2.5-3B-SFT）在 Geomverse和 Geometry3k
等域内基准测试上，相较于原始的 Instruct模型显示出一致的改进。例如，Qwen2.5-1.5B-SFT
和 Qwen2.5-3B-SFT在 Geometry3k上分别取得了 2.49 %和 5.83 %的提升。然而，相较于
RL方法，这些 SFT模型在像MathVista和 OlympiadBench的 OOD基准测试中表现出性能
下降或较小的增益。例如，在 OOD基准MathVista上，Qwen2.5-1.5B-SFT比基础模型表现
下降了 4.59 %，而 Qwen2.5-1.5B-GRPO则显示出显著的提升，达到 10.09 %。总体而言，包
括 GRPO、ToRL和 GCPO在内的 RL方法在域内和 OOD基准测试中实现了更一致的改进，
超越了 SFT，证明了强化学习的有效性。

与 GRPO相比，ToRL模型在所有示例的推理过程中无条件地鼓励辅助构建，并采用无条件
奖励设计（方程 3）。实证结果表明，ToRL模型在各种模型规模上并未显现出相对于 GRPO
的明显优势，这表明这种粗粒度的策略未能在几何问题解决场景中为辅助构建提供显著好
处。例如，虽然 ToRL在 3B模型上相对于 GRPO表现出微小的 0.64 %优势，但在 7B模型
上表现出 0.91 %的性能下降。相比之下，GCPO提高了模型在域内和 OOD基准上的性能，
并在大多数基准测试中的各种模型规模上取得了一贯更好的平均性能。这表明明确何时进
行辅助推理为提高问题解决能力奠定了基础。如图 3所示，GCPO通过在推理过程中生成
辅助构建来增强几何问题解决，我们在附录 ??中提供了更多案例研究。
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