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大型语言模型最近取得了惊人的进展，特别
是在推理能力方面。然而，推理能力的增强是
以显著增加额外开销为代价的。例如，通过在
输入提示中添加“让我们一步一步思考”来实
现的链式推理（CoT），通过推理链分解问题
解决的步骤，最终得到正确的答案。CoT非常
有效，结果是许多现有模型，如 DeepSeek-R1，
使用 CoT数据对模型进行强化学习，取得了惊
人的成果。

Original Model (265 tokens)

First, I need to determine the total amount Keegan
and Tashay have earned so far by adding their indi-
vidual earnings. Keegan earned $ 83, and Tashay
earned $ 91. Adding these together gives: 83 + 91
= 174 Next, I’ll subtract their total earnings from the
goal of $ 200 to find out howmuch more they need to
earn: 200 - 174 = 26 Therefore, they still need to earn
$ 26 to reach their goal. </think> To determine how
much more Keegan and Tashay need to earn to reach
their goal of $ 200, follow these steps: 1. **Calculate
the total amount earned so far:** Keegan’s earnings
+ Tashay’s earnings= $ 83 + $ 91 = $ 174 2. **De-
termine the remaining amount needed to reach the
goal:**

Goal − Totalearned = $200− $174 = $26

Therefore, they need to earn an additional $26 to
reach their goal.

Ours (54 tokens)

First, add Keegan’s and Tashay’s earnings: $ 83 + $
91 = $ 174 . Subtract this from their goal: $ 200 - $
174 = $ 26 . 26

Figure 1: 在相同提示下的模型输出比较。我们的方
法产生了更短但准确的响应，显示出更高效的推理
能力。

尽管生成连续思考（CoT）的方法在解决复
杂和困难问题时非常有效，但当应用于解决
简单问题时，这种方法也会产生显著的开销
(Feng et al., 2023)。例如，在解决像“3 + 4 =

?”这样简单的问题时，具有深度思考能力的
Deepseek-R1首先会花费数秒钟思考，并消耗
大量的标记，才得出答案。我们希望避免这种
显著的延迟和资源消耗。最近，已经提出了几
种方法，旨在缩短模型在回答简单问题时所需
的推理路径 (Sui et al., 2025)。提出了多种方法
来实现这一目标。

(1)提示引导的高效推理 (Han et al., 2024; Xu
et al., 2025; Ding et al., 2024; Lee et al., 2025)侧
重于设计专门的提示，以引导模型生成更短、
更直接的推理路径，从而高效地回答问题。一
个优点是不需要额外的模型训练。然而，对于
参数较小的模型，基于提示的控制往往效果较
差，其可控性和性能可能不如预期。

(2)可变长度推理链 (Xia et al., 2025; Ye et al.,
2025; Ma et al., 2025; Munkhbat et al.; Liu et al.,
2024)通过对包含不同长度推理链的数据集进
行监督微调来训练大型语言模型，使模型能够
根据输入的复杂性调整其推理深度。其优点之
一在于能够通过构建定制的数据集来微调模
型，这需要较少的计算资源，并在训练数据域
内实现出色的性能。然而，它在训练分布之外
的例子上表现出有限的泛化能力和中等的表
现。

(3)长度奖励设计 (Team et al., 2025; Arora and
Zanette, 2025; Luo et al., 2025; Qu et al., 2025)在
强化学习中塑造奖励函数，通过对简洁而正
确的答案给予更高的奖励，同时惩罚过长或不
正确的回答，从而鼓励模型生成较短的推理路
径。这需要更高的计算资源；然而，在训练后，
这赋予模型更强的泛化能力，并且在推理过程
中不依赖于额外的提示或标记。
尽管这些方法都旨在减少语言模型推理链的
长度，但它们通常忽视了问题难度的变化。因
此，这些方法可能无意中妨碍了模型处理复杂
或具有挑战性任务的能力。这引发了一个重要
的研究问题：
我们能否教语言模型像人类一样思考—对简
单问题反应迅速，对复杂问题深入思考？
直观上，困难问题通常需要更多的推理和
解决问题的步骤 (Kahneman, 2011; Perez et al.,
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2020)。为了得到正确答案，大型语言模型通常
会在具有挑战性的问题上花费更多的标记量。
受这一观察启发，我们提出使用模型响应长度
作为问题难度的指标。我们的目标是开发一种
方法，使模型在简单问题上减少资源消耗的同
时，在复杂问题上保持高准确性。
我们通过适应 RLOO 算法 (Ahmadian et al.,

2024)并修改奖励函数来实现这一点。具体来
说，我们在奖励结构中引入了长度惩罚机制，
使得模型对简短且正确的回答获得最高奖励，
对较长但仍正确的回答获得稍低的奖励，而对
不正确的答案则没有奖励。这鼓励模型生成简
洁且准确的推理路径，根据问题的难度调整其
计算，如图 1所示。我们观察到，即使模型仅
在相对简单的 GSM8K数据集上进行训练，它
也表现出较强的推广能力，适用于更具挑战
性的数学基准。我们在两个模型变体上评估
了我们的方法：DeepSeek-R1-Distill-Qwen-1.5B
和 DeepSeek-R1-Distill-Qwen-7B。对于 1.5B模
型，我们的方法取得了显著的改进。在GSM8K
数据集上，它将输出的令牌数量减少了 40 %，
同时将准确率提高了 10 %。在更具挑战性的
AIME2024数据集上，模型减少了 15 %的令牌
使用，同时准确率提高了 4.8 %。对于 7B模型，
我们的方法表现出更高的效率。在 GSM8K上
将令牌使用减少多达 90 %，但准确率仅小幅
下降 1.4 %。在 AIME2024上，当令牌数量减
少 20 %时，准确率几乎没有变化。
总之，我们的贡献可以总结如下：

• 我们提出了一种基于新颖奖励函数的方
法，该方法对简单问题有效施加长度惩
罚，同时对困难问题几乎不施加长度惩
罚。

• 通过分析优势函数，我们证明了相比于现
有的压缩思维链推理的强化学习方法，我
们的方法与“简单题快速，困难题深刻”
这一原则更好地对齐。

• 大量实验验证了我们方法的有效性，深入
分析为该领域的未来研究提供了宝贵的见
解。

1 相关工作

大型推理模型近年来，大型语言模型在处理
复杂推理任务方面展现出了非凡的潜力。类
似连锁思考和树状思考 (Yao et al., 2023) 这
样的开创性方法，使得这些模型能够通过逐
步推理过程执行多步逻辑推理。同时，诸如
OpenAI (Achiam et al., 2023)、Deepseek-R1 (Guo
et al., 2025)、QwQ-preview (Team, 2024)和Kimi

(Team et al., 2025)等模型通过大规模强化学习
进一步增强了其推理能力，使其具备如分支和
验证等高级技能，从而显著提升了其总体推理
性能。
高效推理尽管推理模型和连锁思考方法提升
了模型的推理能力，它们也带来了更高的计算
成本。为了解决这一问题，各种方法被提出以
提高推理效率。Token-Budget (Han et al., 2024)
估算回答问题所需的最少 token数量，并通过
提示引导模型将推理过程限制在这个 token范
围内，从而减少计算开销。然而，该方法在估
算问题难度时会使用额外的 token。TokenSkip
(Xia et al., 2025)评估响应中每个 token的重要
性，适当标记它们，并在部分不太重要 token
被移除的数据集上微调模型。这通常导致省
略连词的答案，产生不太连贯的响应。另一种
方法是训练语言模型进行高效推理 (Arora and
Zanette, 2025)，通过在 RLOO中添加基于动作
数量 α的长度惩罚来修改奖励函数，随后在混
合数据集上进行强化学习。然而，它并没有在
困难样本和简单样本之间区分长度惩罚。

2 方法论

2.1 概述

我们的目标是使模型能够进行高效的推理，即
在减少标记使用的同时给出准确的答案。对于
简单问题，鼓励模型生成简洁的回应。对于更
具挑战性的问题，允许模型优先考虑准确性而
非简洁性。为实现这一目标，我们应用了强化
学习，并设计了一个精心设计的奖励函数，引
导模型在效率与正确性之间达到平衡。我们的
流程可以在图 Figure 2中看到。

2.2 问题设定

我们考虑一个由 θ参数化的大型语言模型，记
为 πθ 。给定一个输入序列 x，模型生成一个
回应 y，其中 y是从条件分布 πθ(· | x)中抽样
的。由于我们的评估涉及具有客观、可验证答
案的问题，我们定义准确性如下：

accuracy =

{
1, if y = y∗ ,
0, otherwise.

(1)

其中 y∗ 表示正确答案，y 是模型生成的答案。
只有最终答案需要与真实值匹配，中间推理步
骤或完整输出序列无需完全相同。
在强化学习中，近端策略优化（PPO）算法

(Schulman et al., 2017)是最广泛使用的方法之
一。然而，由于 PPO依赖于评论模型和外部奖
励模型，它引入了大量的内存开销。为了避免
这一限制，我们采用了更简单的 REINFORCE
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(a)无长度惩罚的 RL。

If one angle of a 
triangle is 60 
degrees and 
another is 70 

degrees, what is 
the measure of 
the last angle?

From a standard deck 
of 52 playing cards, 5 

cards are drawn at 
random. What is the 

probability that 
exactly 3 of these 
cards are hearts?

LLM 

Well......the last 
angle is 50 degrees

Okay,......the last 
angle is 50 degrees

Let’s 
think......\boxed{\d
frac{2717}{33320}}
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(b)带长度惩罚的强化学习（α = 4, γ = 0.5）。

Figure 2: 原始强化学习和我们方法的区别。相同的颜色表示与答案对应的问题。在我们的方法中，模型
根据问题的难度调整长度惩罚：对简单任务施加高惩罚以鼓励简洁的回答，而对复杂任务则将惩罚最小
化以允许更全面的回答。无论回答长度如何，不正确的输出都会获得 0奖励。

框架，它消除了对评论模型的需求，从而显著
减少了内存消耗。此外，由于我们的任务涉及
具有确定性答案的数学问题，定义在方程（1）
中的准确度函数可以自然地作为奖励信号。因
此，我们也省去了奖励模型。
在 Reinforce 框架中，梯度更新由以下公式
给出：

Ex∼D,y∼πθ(.|x) [R(y, x)∇θ logπθ(y|x)] , (2)

为了减少偏差，我们采用 RLOO方法。我们
针对每个答案生成 k个样本，并通过减去剩余
k − 1个样本的平均回报来计算优势值。

1

k

k∑
i=1

R(y(i), x)− 1

k − 1

∑
j ̸=i

R(y(j), x)

∇ logπ(y(i)|x),

(3)
y(i) 是从 πθ(· | x)生成的独立样本。为了确保
训练的稳定性，我们为生成设置了一个最大标
记限制，并包含提示：”请逐步推理，并将你
的最终答案放在盒装的 中。”这种设置确保了
如果输出过长，将不会生成最终答案，这被视
为不正确。我们为正确答案分配奖励，而不正
确的答案则获得零奖励。我们的奖励函数定义
如下：

R(y(i), x) =

{
f(len(y(i)), if y = y∗ ,
0, otherwise. (4)

2.3 长度惩罚
由于仅凭二元正确性无法体现推理的效率，我
们引入了基于长度的惩罚来鼓励简洁的解决方
案。给定答案 y(i)，将 len(y(i))表示为 i个预测
序列的长度。我们定义的加权长度惩罚（PLP）
公式如下：

f(len(y(i))) = 1 +
α

len(y(i))γ
, (5)

其中 α ≥ 0, γ > 0 是超参数。在 PLP 下，较
长的回复会受到相对较小的惩罚，而较短的回
复会受到更严重的惩罚。这种设计与我们期望
的行为一致：简单问题倾向于简洁，复杂问题
则优先考虑准确性。我们选择 PLP 而不是标
准化惩罚方法，因为后者倾向于使不同问题难
度的响应长度变得标准化，从而降低对生成答
案实际长度的敏感性。结果是，很难控制推理
效率与正确性之间的权衡。相反，PLP通过直
接将响应长度融入惩罚项，允许更细粒度的控
制，使模型能够根据问题的复杂性调整其推理
深度。
在 RLOO算法中，优势函数与奖励信号紧密
相连。通过收集多个在线样本，该方法实现了
无偏差的方差缩减。在这一框架下，每个样本
都可以作为其他样本的基准。通过从每个样本
的奖励中减去这个基准，我们计算出其对应的
优势值。实质上，这一过程评估了给定样本相
对于批次中其他样本的优劣程度，从而实现更
加稳定和高效的策略更新。
在我们的方法中，我们采用了一个加权长度
惩罚（PLP），对较长的回答给予较温和的惩
罚，以便对困难问题进行必要的推理。相比之
下，像 Arora and Zanette (2025)所提出的方法
使用标准化的长度惩罚，这使得惩罚在样本之
间标准化。这种标准化导致较长回答的奖励值
几乎不可区分——尤其是在长度分布相似的情
况下——从而降低了模型区分长而有意义的输
出的能力。此类方法往往过度抑制长回答，即
使这些回答对于解决复杂问题是必要的，这与
我们在需要时鼓励更深入推理的目标相冲突。
为了刻画基于长度的惩罚的统计行为，我们
考虑一种简化的情形，其中序列长度 len(y)在
区间 (a, b) 上均匀分布，即 len(y) ∼ U(a, b) 。
在这项研究中，我们将讨论限制为 γ 等于 0.5
的情况。为了方便分析，设置缩放系数为 1的
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(a)当所有回答都是正确时的优势。 (b)当一个答案是错误时的优势。

Figure 3: 跨两个示例范围：300-600和 7,000-10,000个 tokens，标准化长度惩罚方法和绝对长度惩罚方法
的比较。蓝色表示标准化方法，而红色表示绝对方法。

情况下，

Z = 1 +
1√

len(y)
,

。在此假设下，Z 的方差为：

Var(Z) =
ln b− ln a
b− a

− 4

(
√
a+

√
b)2

. (6)

由于对 a和 b的偏导数均为负，当 a和 b增
加时，方差相应减小。也就是说，实现了在简
单问题中具有较大长度惩罚差异，而在困难问
题中几乎没有长度惩罚差异的目标。然而，标
准化样本的方差始终保持为 1。即使有惩罚系
数，方差仍保持为固定值，并不随长度变化而
变化。这两种不同方法的方差在一般分布中也
表现出相同的趋势。从图 3中可以直观地观察
到，当答案长度在 300到 600之间并且答案全
部正确时，两种方法对不同长度答案的奖励值
存在显著差异。然而，当答案长度在 7000到
10000之间时，我们的方法对正确答案几乎没
有长度惩罚，而高效方法仍有相对较大的长度
惩罚。尽管由于我们模型在给出长答案时奖励
值差异较小而导致不同答案间的优势差异相对
较小，但这是在所有答案都正确的情况下。当
回答的问题中出现错误，即出现奖励为 0 时，
优势值的差异将显现。这与我们处理困难问题
时的目标一致，即更强调答案的正确性，而不
是答案的长度。

3 实验

在本节中，我们提供实验结果以评估我们
方法的有效性。模型我们在 DeepSeek-R1
和 Qwen2.5 上进行了实验。在我们的实验
中，我们使用了这些家族中的三个模型：
DeepSeek-R1-Distill-Qwen-1.5B、DeepSeek-R1-
Distill-Qwen-7B和 Qwen2.5-7B-Instruct。其中，
前两个是推理模型，Qwen2.5-7B-Instruct是非
推理模型。我们希望了解我们的方法是否对推

理和非推理模型都有效。数据集用于训练的数
据集是 GSM8K，它是一个 8.5K高质量语言多
样化的小学数学词问题数据集。创建该数据集
的目的是支持需要多步骤推理的基础数学问题
的问答任务。为了训练，我们从 GSM8K训练
集中选择了 3200个问题。对于每个模型，我们
为每个问题生成了 8个解决方案。测试数据集
包括 GSM8K、MATH500和 AIME2024，涵盖
了不同难度级别的各种数学问题。基准在我们
的实验中，我们采取了以下方法作为基准。在
这种方法中，我们在评估原始模型时加入提示，
比如“请尽可能少输出。”以缩短思维链的长度。
(2) Training Language Models to Reason Efficiently
该方法对每个样本的多个答案进行标准化，使
用 sigmoid函数将结果值映射到 [0, 1]的范围，
并通过系数 α调节惩罚力度。
实现细节对于 1.5B模型，我们使用 2个 A100
GPU进行训练，对于 7B模型，我们使用 8个
A100 GPU进行训练。训练期间我们使用 vllm
限制模型输出的最大长度。由于我们用于训练
的数据集是相对简单的 GSM8K，我们将生成
长度限制设置为 2000个标记。训练精度设置
为 bfloat16。所有模型使用的批量大小为 128，
并且每次迭代我们从数据集中选择 32个提示。
每个提示生成 8个响应。我们为所有模型设置
的学习率是 5× 10−6。对于每个参数设置，我
们进行三次独立的训练并分别评估每个模型，
报告平均结果。每次实验运行大约需要两个小
时完成。

评估配置我们遵循之前的工作，将所有模型
的最大生成长度定义为 37268（包括思考标记
和答案标记）。对于像 Deepseek的模型，在评
估过程中我们使用模型的官方模板。对于每个
测试问题，我们以 0.6的温度和 0.95的最高概
率值进行条件采样以获得 N个输出，然后报告
这些N 个输出的平均准确率。具体来说，对于
包含 1319个测试样本的 GSM8K，我们设置N
为 1，对于有 500个样本的MATH500，我们设
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Models GSM8K MATH500 AIME2024

DeepSeek-R1 Accuracy Tokens Accuracy Tokens Accuracy Tokens

1.5B

Original 76.5 % 720 82.9 % 5446 27.7 % 15643
PE 75.1 % 738 83.1 % 5054 33.3 % 15892

Efficient 85.4 % 702 83.2 % 3641 33.3 % 15087
Ours 86.3 % 411 85.1 % 3606 33.7 % 13327

7B

Original 92.6 % 1629 92.4 % 4141 54.7 % 12816
PE 87.7 % 619 91.4 % 3614 49.7 % 13783

Efficient 89.2 % 226 90.7 % 2329 48.7 % 9721
Ours 90.1 % 218 91.3 % 1906 55.7 % 9056

Table 1: 模型性能比较，PE代表提示工程。Efficient是 (Arora and Zanette, 2025)中使用的方法。

置 N 为 3，对于只有 30个样本的 AIME2024，
我们设置 N 为 10。

3.1 结果

如表格 1所示，在 1.5B模型中，我们模型在每
个数据集上的准确性相比于原始模型都有所提
升。此外，输出标记的数量也在一定程度上有
所减少。对于 7B模型，尽管在简单数据集上
的准确性有所下降，但标记数量有显著减少。
例如，在 GSM8K数据集中，标记数量从 1629
减少到了 218，接近 88 % 的减少。而对于最
难的数据集 AIME2024，准确率略有提高，同
时标记数量减少。提示工程往往不稳定，在一
些测试中，甚至会生成比不使用它时更多的标
记，这与强制截断的设定范围相关联。虽然高
效的方法同样可以在减少标记数量的同时提高
准确性，但其效果不如我们的方法。而且它的
稳定性较差，如图 5和图 6所示。对于 1.5B模
型，当 a值设为 0.4时，可以观察到MATH500
和 AIME2024 数据集中的标记数量急剧下降，
同时伴随着准确率的显著下降。这种情况也出
现在 7B模型中。相比之下，对于我们的模型，
当标记数量达到相同数量级时，准确率的下降
更加缓慢。
在表 2中，我们还在GSM8K上进行了Qwen
的实验比较。对于类似 Qwen的模型，我们使
用了 Qwen2.5-7B-Instruct模型进行实验。我们
比较了原始模型、我们的方法以及由 Tokenskip
方法训练的模型。可以看出，对于我们的模型，
虽然准确率仅下降了 1 %，但令牌数减少了 40
%。与 TokenSkip相比，我们的方法准确率的
下降更低，但令牌数的减少更大。

3.2 实证分析

模型参数规模的差异我们观察到，在 1.5B和
7B模型中，带有长度惩罚的强化学习减少了
模型输出的令牌数。然而，减少的程度并不

Figure 4: 当最后一个样本不正确时，大奖励和小奖
励之间的区别。

相同。显然，在 1.5B 模型中，由强化学习带
来的长度惩罚要比在 7B模型中小得多。我们
认为这是因为 7B模型足够强大，并且训练数
据集 GSM8K中的问题对于 7B模型来说过于
简单。因此，即使推理长度减少了 90 %，仍
然能够得到正确的答案。这一趋势也导致了
MATH500和 AIME2024数据集的推理链显著
减少。这就是为什么 7B模型在准确性方面的
优化不如 1.5B模型显著的原因。

长度惩罚策略的差异虽然大多数现有策略通
过从常数如 (Aggarwal and Welleck, 2025; Team
et al., 2025; Xiao et al., 2025) 中减去惩罚来施
加惩罚，但我们的方法通过将惩罚加到常数 1
来引入惩罚。由于优势函数仅依赖于组内奖励
值之间的相对差异，而不是其绝对大小，这种
修改实现了类似的长度惩罚效果。为了清晰起
见，我们将两种策略分别称为“大奖励”和“小
奖励”。如果我们将两种惩罚限制在区间 [0.6,
1]和 [1, 1.4]，当基础分布一致时，由 RLOO算
法产生的优势值保持一致。然而，在出现错误
时——例如在图 4中的第八个样本，奖励降为
零——我们的方法相较于高效方法，在正确和
错误的输出之间产生了明显更大的分离。这种
更大的分离解释了即使在 token预算显著减少
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Models Accuracy Average Tokens Compression rate
Original 91.4 % 298 1.00
Tokenskip 89.9 % 217 0.70
Ours 90.3 % 182 0.61

Table 2: Qwen2.5-7B-Instruct在 GSM8K上的模型效率结果。Tokenskip (Xia et al., 2025)的结果指的是参考
论文中压缩率为 0.7的情况。

(a) 1.5B-GSM8K (b) 1.5B-MATH500 (c) 1.5B-AIME2024

Figure 5: 我们的方法和高效方法的区别。对于我们的方法，系数是 1, 2, 3, 4, 5, 20, 30，而对于高效方法，
系数是 0.05, 0.1, 0.2, 0.4。

的情况下，我们的准确性仍能保持相对稳定的
原因。相比之下，在小奖励方案中，过高的惩
罚系数可能会将一个长且正确答案的奖励推向
零。因此，一些正确输出会导致不成比例的大
惩罚，降低其被选择的概率；一旦答案长度低
于模型的容量阈值，准确性就会急剧下降。
思维消失在这个实验中，我们使用的所有
Deepseek-R1类模型都是推理模型。它们会在
产生输出之前先进行思考。然后，以 < \ think><
\ think>的形式，它们会在回答问题前将其用
作思考的内容。我们惊讶地发现，GSM8K中
的大多数回答没有思考过程的标签。然而，对
于困难的问题，模型仍然会有思考过程的标
签。我们对原始模型和我们模型在三个不同难
度数据集中的 CoT数量进行了统计分析，如表
格 ??所示。这意味着模型有能力判断问题是
否足够简单，从而无需经过思考过程就能正确
回答。这与我们的预期目标一致。我们比较了
原始模型和训练模型中包含 CoT响应的数量，
并对 CoT 词元占总响应词元的比例进行了统
计分析。

我们进行了一个消融实验。通过选择不同的
参数，我们进行了多次实验。如图 5和图 6所
示，在 1.5B模型上，我们选择了 1, 2, 3, 4, 5,
20和 30作为实验参数。对于 7B模型，我们选
择了 1, 2, 3, 4, 5, 8和 10作为实验参数。我们
发现，随着 α值的增加，标记的数量总体上呈
现下降趋势。在 1.5B模型中，我们发现选择
α = 2得到了最佳结果，而在 7B模型中，最
佳性能是在 α = 4时实现的。我们尝试使用其
他强化学习算法，例如 GRPO。然而，GRPO
算法在计算优势时会对奖励进行标准化。这

导致当所有结果都是正确的时候，优势值变得
很小。在除以标准差后，奖励被显著放大。因
此，当加入惩罚项时，训练过程中答案长度迅
速缩短。这使得模型完全关注答案长度而非准
确性。因此，我们决定放弃这种方法。

4 结论

在本文中，我们提出了一种方法。通过在奖励
函数中对答案长度添加绝对惩罚，我们可以
使模型的推理更高效。也就是说，我们可以在
简单问题上减少甚至消除思维链，同时更多关
注困难问题答案的准确性。我们在 GSM8K数
据集上进行训练，并在三个不同难度级别的数
据集上进行测试，分别是 GSM8K，MATH500
和 AIME2024。结果表明，我们的方法在缩短
答案长度的同时，在简单和中等数据集上保持
几乎相同的准确性。对于困难数据集，尽管答
案长度的缩短幅度相对较小，但与原始模型相
比，准确性有所提高。由于资源限制，我们使
用的最大模型是一个 7B模型，因此我们的方
法尚未在更大参数的模型上验证。同时，由于
计算资源的限制，模型训练期间设置的生成数
量为 2000，这限制了我们使用更困难的训练数
据集。未来，我们将使用更多的资源在上述设
置下进行实验。此外，我们只在数学数据集上
进行了测试。下一步，我们将尝试在其他领域
的数据集上进行测试，以观察训练的模型是否
具有泛化能力。
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(a) 7B-GSM8K (b) 7B-MATH500 (c) 7B-AIME2024

Figure 6: 我们的方法与高效方法的区别。在我们的方法中，系数为 1, 2, 3, 4, 5, 8, 10，而在高效方法中，
系数为 0.05, 0.1, 0.2, 0.4。
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在我们的训练中，我们为 DeepseekR1类模
型和 Qwen类模型使用了不同的输入模板，具
体如下：
DeepseekR1的输入模板：
<|begin_of_sentence|><|User|> 请逐步推理，并
将最终答案放入 \框中 { { } } 。问题：{ }
<|Assistant|>

<|im_start|>system \n 你是一个有帮助的助
手。<|im_end|> \n<|im_start|>user \n 请逐步推
理，并将最终答案放入 \\框中 { { } } 。\n { }
<|im_end|> \n<|im_start|>assistant \n

我们将以表格形式呈现所有超参数的结果，
其中 Models表示所使用的模型，Tokens代表
输出的标记数量，Acc表示准确率。相同的参
数在 GSM8K、MATH500和 AIME2024上进行
了测试。
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Model α Tokens Acc

R1-1.5B 1 516 84.5 %
R1-1.5B 2 593 86.2 %
R1-1.5B 3 421 85.0 %
R1-1.5B 4 352 85.7 %
R1-1.5B 5 411 86.3 %
R1-1.5B 20 246 81.6 %
R1-1.5B 30 205 79.8 %

Table 3: 1.5B-GSM8K

Model α Tokens Acc

R1-1.5B 1 3558 83.2 %
R1-1.5B 2 3606 85.1 %
R1-1.5B 3 2867 81.5 %
R1-1.5B 4 2811 80.3 %
R1-1.5B 5 3350 81.9 %
R1-1.5B 20 2620 77.5 %
R1-1.5B 30 2569 74.6 %

Table 4: 1.5B-MATH500

Model α Tokens Acc

R1-1.5B 1 15275 31.0 %
R1-1.5B 2 13986 33.3 %
R1-1.5B 3 12000 28.7 %
R1-1.5B 4 12673 28.0 %
R1-1.5B 5 13327 33.7 %
R1-1.5B 20 12192 28.3 %
R1-1.5B 30 12391 21.7 %

Table 5: 1.5B-AIME2024

Model α Tokens Acc

R1-7B 1 429 91.6 %
R1-7B 2 325 92.0 %
R1-7B 3 182 91.2 %
R1-7B 4 218 90.1 %
R1-7B 5 291 91.7 %
R1-7B 8 139 91.9 %
R1-7B 10 133 87.6 %

Table 6: 7B-GSM8K

Model α Tokens Acc

R1-7B 1 2015 91.2 %
R1-7B 2 1977 90.0 %
R1-7B 3 1744 90.3 %
R1-7B 4 1906 91.3 %
R1-7B 5 2009 89.0 %
R1-7B 8 1362 88.5 %
R1-7B 10 816 78.9 %

Table 7: 7B-MATH500

Model α Tokens Acc

R1-7B 1 9301 55.0 %
R1-7B 2 8383 53.7 %
R1-7B 3 10863 55.7 %
R1-7B 4 9058 55.7 %
R1-7B 5 8458 54.0 %
R1-7B 8 9618 50.7 %
R1-7B 10 7242 42.3 %

Table 8: 7B-AIME2024
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