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Abstract

大型语言模型（LLM）可以通过微调获得新知识，但这一过程展现出一种令人困惑的二重
性：模型可以极好地从新事实中进行泛化，但也容易产生不正确的信息幻觉。然而，对这种现
象的原因仍然缺乏充分理解。在这项工作中，我们认为这两种行为均来源于一种被称为超出上
下文推理（OCR）的单一机制：即通过关联概念来推导含义的能力，即使这些概念之间没有因
果联系。我们在五个著名的 LLM 上的实验证实了 OCR 确实驱动了泛化和幻想，视与之关联
的概念是否具有因果关系而定。为了建立对这一现象的严格理论理解，我们将 OCR 形式化为
一个综合事实召回任务。我们实验证明，具有因式分解的输出和价值矩阵的单层单头仅注意力
变换器可以学会解决这一任务，而具有组合权重的模型则不能，这突出显示了矩阵因式分解的
重要作用。我们的理论分析表明，OCR 能力可归因于梯度下降的隐式偏差，该偏差倾向于选择
最小化组合输出值矩阵的核范数的解决方案。这种数学结构解释了为何无论相关性是因果的还
是仅仅是偶然的，模型都能以高样本效率学习关联事实和含义。最终，我们的工作提供了理解
OCR 现象的理论基础，为分析和缓解知识注入引起的不可取行为提供了新的视角。

1 引言

最近的研究表明，大型语言模型（LLMs）能够从学习到的事实中推导出含义（例如，一个模型在
微调期间学习到“爱丽丝住在巴黎”这一新事实后，能够在测试时推导出“爱丽丝会说法语”，这
是刚刚注入的事实的一个含义，假设“住在巴黎的人说法语”），表现出强大的泛化能力。同时，其
他研究表明，当 LLMs 在微调期间学习新的事实性知识时，它们往往会在事实不正确的回答中出
现幻觉。尚不清楚为什么 LLMs 在获得新的事实性知识后既能够很好地泛化又容易出现幻觉。这
引发了一个自然的问题：
为了解答这个问题，我们提出这两种现象来源于相同的基础机制：超出情景推理（OCR），也被

称为“涟漪效应”(Cohen et al., 2024) 。具体来说，OCR 指的是模型通过在不同知识点之间建立
联系，从而推导出超出显性训练知识的能力。例子 1 展示了 OCR 如何根据训练数据以两种不同方
式表现出来。我们使用三个独立的句子作为训练集对模型进行微调并测试。在泛化场景中，当训练
集中包含因果相关的知识（例如，“居住在”和“讲”），经过微调的模型可以正确推断出“Raul 讲
法语”以应对分布外问题——展示了泛化能力。另一方面，在幻觉场景中，当知识因果无关时（例
如，“居住在”和“编程于”），模型仍然尝试做出类似的推论，错误地断定“Raul 使用 Java 编程”
——展示了幻觉现象。

∗Equal contributions.
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Example 1: Generalization and Hallucination both as OCR
Generalization: OCR with causally related knowledge

Training: { Alice lives in France . } ; { Alice speaks French . } ; { Raul lives in
France . } .

Test: “What language does Raul speak ?”
Fine-tuned model: “ Raul speaks French .”

Hallucination: OCR with causally unrelated knowledge

Training: { Alice lives in France . } ; { Alice codes in Java . } ; { Raul lives in
France . } .

Test: “What language does Raul code in ?”
Fine-tuned model: “ Raul codes in Java .”

Notations

Subject: s ∈ S Relation: r ∈ {r1, r2} Answer: a ∈ A = A1∪A2 , with A1 = {bi}ni=1

being the fact set and A2 = {ci}ni=1 being the implication set.

形式上，我们记原子知识为三元组 (s, r, a) ，其中 s ∈ S 是主体，r ∈ R = {r1, r2} 是关
系，a ∈ A 是答案。答案空间 A 包含事实 A1 = {bi}ni=1 和隐含 A2 = {ci}ni=1 。底层规则

(s, r1, bi)
implies−→ (s, r2, ci), ∀s ∈ S 意味着任何主体 s 与 bi 有关系 r1 也与 ci 有关系 r2 。例如，

(s, lives in,Paris) implies−→ (s, speaks,French) 意味着“住在巴黎的人说法语”。
根据 Feng et al. (2024) ，我们研究模型是否可以从已学习的知识中进行泛化。如 Figure 1 所

示，我们在数据上训练模型，其中一些实体同时出现在事实 (s, r1, bi) 及其对应的推论 (s, r2, ci) 中。
核心问题是：如果一个新的实体 s′ 在训练期间仅出现在事实 (s′, r1, bi) 中，模型能否在测试期间推
导出看不见的推论 (s′, r2, ci) ？
令人惊讶的是，我们发现即使是一个单层单头的仅有注意力的 transformer 也能在上述任务上

成功执行 OCR，而它的对应模型—一个重新参数化的具有合并的输出-值矩阵 WOV = WOW
⊤
V 的

模型则无法进行 OCR。在我们的工作之前，(??) 也注意到了在优化动态方面，(WK,WQ) 与合并
的键-查询矩阵WKQ = WKW⊤

Q 之间存在区别。与他们关注于优化的工作相比，我们更进一步研究
了其在泛化性方面的影响。
总体而言，我们的贡献可以总结如下：

• 在 Section 2 中，我们通过实验证实了光学字符识别（OCR）可以导致大语言模型（LLMs）的
泛化和幻觉，这取决于这两种关系是否存在因果关系。

• 在 Section 3 中，我们按照 ? 将 OCR 形式化为符号事实回忆任务（Figure 1 ），并通过实验证
明，一个具有独立输出和值矩阵的单层单头仅注意力变压器能够解决 OCR，而重新参数化的具
有组合输出值权重的模型则不能。

• 在 Section 4 中，我们基于梯度流的隐含偏差，展示了优化非因式模型 WOV = WOW
⊤
V 与因式

模型 (WO,WV) 用于一层 Transformer 的一个关键理论差异，这解释了 OCR 能力的区别。进一
步分析这两个优化问题的解，我们确定了发生 OCR 的条件。这些条件仅取决于在训练期间观察
到事实及其含义的实体比例。虽然这一见解解释了 LLM 的强泛化能力，但它也解释了为什么在
注入新的事实知识后 LLM 往往会产生幻觉。
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Tokenize

Test

Alice lives in France

Raul lives in Spain

Louis lives in France

Fact

Raul speaks Spanish

Alice speaks French

Implication

Task structure

Training

r2 <EOS> c1

r1 <EOS> b1

s2,1 r1 <EOS> b2

r2 <EOS>

Symbolic sequence

?
Louis speaks ?

r2 <EOS> c2

r1 <EOS> b1

Test

Training

b1 b2

s1,1

s1,2

s1,3

c1 c2

s2,1

s2,2

s2,3

r1

r2

implies

r1

r2

S1

A1

A2

S2

Mapping rule

s1,1

s1,2

s1,1

s2,1

s1,2

— Subject tokensi,j

— Relation tokenr1, r2

— End-of-sequence<EOS>

— Answer token
(fact / implication)

bi, ci

Figure 1: 象征性上下文外推理（OCR）任务的说明。左边：该任务的动机是现实世界知识的注入，
其中 S 对应于名称，A1 = {bi}ni=1,A2 = {ci}ni=1 分别表示城市和语言的集合。中间：我们将实体
标记为符号序列。右边：映射规则连接 S 、A1 和 A2 ，其中每个 s ∈ Si 与唯一的事实 bi ∈ A1 和
相应的推论 ci ∈ A2 关联。

1.1 相关工作

语境外推理。 先前的研究通过许多方面研究了 LLM 的上下文外推理能力，例如上下文外元学
习 (?) 、情境感知 (Berglund et al., 2023a) 、知识操控 (Allen-Zhu and Li, 2023) 等。虽然关于
LLM 在某些 OCR 任务（如逆向诅咒 (Berglund et al., 2023b) 和多跳权重内推理 (?Biran et al.,
2024) ）的表现有负面结果报道，最近的研究 (Feng et al., 2024) 显示，当训练数据中几个主题涉
及同一事件时，LLM 可以将两个事件关联起来。尽管 Feng et al. (2024) 对潜在机制进行了经验分
析，我们的工作则从理论上分析了变压器如何学习这一 OCR 任务。最近，? 表明在 LLM 中存在
用于预测两个相关知识的线性转换，这可以用来衡量模型的泛化/幻觉能力。我们的结果也与先前
的经验发现相呼应，即 LLM 在微调期间学习新事实性知识时倾向于产生幻觉 (Gekhman et al.,
2024; ?; ?) 。重要的是，我们对训练动态的理论理解使得我们能够准确预测 LLM 在某些场景中如
何产生幻觉。

变压器的训练动态。 广泛的研究已探讨了基于变压器模型的优化 (?Bietti et al., 2023; ?; Fu
et al., 2023; ?; ?; ?; ?; ?; Guo et al., 2024) 。特别地，最近的工作集中在通过训练动态的视角理
解变压器在各种推理任务中的行为。例如，之前的研究探索了诱导头的出现 (Boix-Adsera et al.,
2023) ，事实回忆 (?) ，逆转诅咒 (?) ，链式思维推理 (?) ，以及上下文中的两跳推理 (Guo et al.,
2025) 。基于此，我们对一个事实回忆任务的理论分析表明，一个单层变压器的推理能力显著受到
其值和输出矩阵重新参数化的影响。由于这种重新参数化是理论工作中的常用工具，我们的发现呼
吁慎重考虑其在当前任务中的适用性。

隐性偏见。 大量文献研究了梯度下降在分类任务中的隐式偏差，这将带有对数或指数尾损失的问
题与间隔最大化联系起来 (?Gunasekar et al., 2018b,a; ?; ?; ?; ?; ?) 。基于 ?? 的基础性结果，我
们的工作描述了支持向量机程序的解，以理解 LLMs 的泛化和幻觉，而大多数先前的工作仅关注
于神经网络的优化景观。还有许多研究探讨了注意力模型中的这一联系 (??????) 。?? 是与我们
工作最接近的，他们调查了一种用于查询和键矩阵的类似重新参数化，其中梯度下降隐式最小化组
合权重的核范数。相比之下，我们的工作专注于价值和输出矩阵，并对隐式偏差如何影响模型的泛
化进行了详细研究。
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2 大型语言模型中的光学字符识别

为了验证 OCR 可以在大型语言模型中引发泛化和幻觉，我们在一个合成数据集上对五个流行的模
型进行实验，即 Gemma-2-9B、OLMo-7B、Qwen-2-7B、Mistral-7B-v0.3 和 Llama-3-8B。
在 Feng et al. (2024) 的基础上，我们构建了一个合成数据集，以分析泛化与幻觉。我们将主体

集 S 设为一个虚构名字的列表，并将事实 5 从集合 A1 中与隐含意义 5 从集合 A2 中配对。我们
注意到，在 OCR 中，泛化与幻觉之间的区别取决于事实和隐含意义是否具有因果关系。我们考虑
五种关联，即“城市-语言”、“城市-语言（CF）”、“国家-代码”、“职业-颜色”和“运动-音乐”。“城
市-语言”关联利用现实世界的知识（例如，“住在巴黎的人说法语”），这种知识有可能从预训练
中学到，对应于泛化。其他四种关联是通过虚构关联构建的，用于分析幻觉。具体而言，对于“城
市-语言（CF）”关系对，我们通过重新配对每个城市与原集合中的不正确语言来创建反事实关联。
例如，“巴黎”可能被映射为“日语”。数据集的完整描述和训练细节在 ?? 中提供。
我们将 S 划分为 S =

∪5
i=1 Si （将在 Section 3.1 中详细讨论），并随机分配一个独特的事实-推

论对（或等价地，一个 (bi, ci) 对）给每个子集 Si 。然后通过以 0.2 的训练比例分割其主体来为每
个子集创建训练集和测试集，从而得到 20% 个训练主体和 80% 个测试主体。训练集包含所有主体
的事实，而仅对训练主体包含推论。接着，我们在测试主体的推论上评估模型。类似于 Feng et al.
(2024) ，我们使用平均排名作为我们的评估指标。这是所有可能候选项中按预测概率排序的真实推
论的平均排名。较低的平均排名表明更好的性能。

结果。 ?? 提供了预测测试对象的含义的评估结果。研究结果揭示了 OCR 的“双刃剑”特性。一
方面，当一个事实和一个含义有因果关系时，模型表现出强大的泛化能力，与 Feng et al. (2024) 一
致。另一方面，这种相同的关联能力也使得它们容易幻觉，因为它们也倾向于学习连接没有因果关
系的概念。
这种行为非常高效。我们发现，模型可以从极少量的训练样本中成功学习这些关联——无论是

真实的还是虚构的（例如，每个子集中的四个训练对象）。这表明，强泛化能力和幻觉的脆弱性可
能源自同一基础学习机制。我们注意到，泛化与幻觉的双重性质在实证上也得到了支持。我们的工
作鲜明地表明，即使事实和推论没有因果关系时，这种幻觉也可能发生，从而扩展了他们之前的观
察。

3 单层仅注意力变换器可以进行符号光学字符识别

3.1 设置

基本符号。 对于任何整数 N > 0 ，我们用 [N ] 来表示集合 {1, 2, . . . , N} 。设 V = [M ] 为大小为
M = |V| 的词汇表。我们使用小写和大写的粗体字母（例如 a,A ）来表示向量和矩阵。设 ei ∈ RM

为一个独热向量，即 ei 的第 i 个条目为 1 ，而其他为零。

任务结构。 设 S 为一组主体标记，R := {r1, r2} 为一组关系标记。设 A 为答案标记集合，
a∗ : S × R → A 是从主 关系元组 (s, r) 到对应答案 a∗(s, r) 的映射。在 Figure 1 中，S 被认为是
一个名字列表，而 R 分别对应于“居住于”和“讲”。我们将答案分为两个不相交的子集：

A1 = { b1, . . . , bn}, A2 = { c1, . . . , cn}, A = A1 ∪ A2,

其中 A1 是与事实答案对应的集合，A2 是与隐含答案对应的集合，和 |A1| = |A2| = n 。最后，我
们假设在任何 i ∈ [n] 的情况下，从 bi 到 ci 有一一对应关系，使得只要 a∗(s, r1) = bi ，就也有
a∗(s, r2) = ci 。
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数据集构建。 我们的数据集包含与不同主题相关的四个知识块。设 S = Strain ∪Stest ，其中 Strain
和 Stest 是互斥的。

1. Strain 中的事实：D(b)
train = {(s, r1, b) : s ∈ Strain} ；

2. 在 Strain 中的含义：D(c)
train = {(s, r2, c) : s ∈ Strain} ；

3. Stest 中的事实：D(b)
test = {(s, r1, b) : s ∈ Stest} ；

4. 在 Stest 中的含义：D(c)
test = {(s, r2, c) : s ∈ Stest} 。

我们用
Dtrain = D(b)

train ∪ D(c)
train ∪ D(b)

test, Dtest = D(c)
test.

构建训练和测试数据
对于任意给定的主题集合 S 、Strain 或 Stest ，我们根据它们对应的 a⋆(s, r) 值将主题划分

为 n 个不相交的子集。对于每个 i ∈ [n] ，我们给 Si 中的主题分配事实 bi 和推论 ci 。我们假
设这些分区是等大小的。具体来说，我们将训练集划分为 Strain =

∪n
i=1 Si,train ，其中对于所有

i 有 |Si,train| = mtrain 。同样地，我们将测试集划分为 Stest =
∪n

i=1 Si,test ，其中对于所有 i 有
|Si,test| = mtest 。完整的主题集合为 S =

∪n
i=1 Si ，其中对于所有 i 有 Si = Si,train ∪ Si,test 和

|Si| = m = mtrain +mtest 。
使用这种分区结构，我们可以将 S 中的所有对象列举为 {si,j : i ∈ [n], j ∈ [m]} 。在每个分区

Si 内，前 mtrain 个对象属于训练集（si,j ∈ Si,train 用于 1 ≤ j ≤ mtrain ），而其余对象属于测试集
（si,j ∈ Si,test 用于 mtrain + 1 ≤ j ≤ mtrain +mtest ）。我们通过为每个 j 循环遍历分区来排列对象：
s1,1, s2,1, . . . , sn,1, s1,2, s2,2, . . . , sn,2, . . . , s1,m, s2,m, . . . sn,m 。然后根据这个顺序对每个对象 si,j 进
行标记化。
我们将词汇设定为 V := S ∪R∪A∪ {<EOS>} ，其中 <EOS> 是“序列结束”标记。每个序列的

形式为 z1:(T+1) = [s, r, <EOS>, a∗(s, r)] 。默认情况下，任务是从 z1:T 预测 zT+1 ，如 Figure 1 所示。
我们考虑一个仅解码器的 transformer，它将一个长度为 T 的序列 z1:T := [z1, . . . , zT ] ∈ VT 映

射为一个 d 维的向量，该向量用于生成下一个标记 zT+1 。对于任何标记 z ∈ [M ] ，我们也使用对
应的 one-hot 向量 z = ez ∈ RM 来表示它，因此我们可以定义 X = [ez1 , ez2 , . . . ezT ]

⊤ ∈ RT×M ，
其中 X 的第 i 行是用于 i ∈ [T ] 。我们将隐藏维度设为与词汇表大小相同，即 d = M 。在整个工
作中，我们考虑一个一层线性注意力模型，遵循 ??? 。
其中WO,WV ∈ Rd×dh 分别是输出和值矩阵，我们通过WKQ = WKW⊤

Q ∈ Rd×d 重新参数化键
查询矩阵，与 ?? 一致。我们用 θ = (WKQ,WO,WV) 表示模型参数的总结。此外，我们考虑一个
非分解模型：θ̃ = (WKQ,WOV) 通过进一步结合输出和值矩阵为 WOV = WOW

⊤
V 。

令 pθ(z|z1:T ) 为下一个标记的预测概率，即，
其中我们将 fθ(z1:T , a) = e⊤a fθ(X) 表示为标记 a 的 logit，对于 a ∈ A 。如果 (s, r) ∈ z1:T ，我

们也用 fθ((s, r), a) 来表示 logit。我们考虑使用交叉熵损失来训练模型
我们通过运行梯度流来优化，即 θ̇ = −∇Ltrain(θ) 。当上下文明确时，我们省略下标并使用

L(θ) := Ltrain(θ) 。最后，我们在测试集中使用相同的损失函数来评估模型 Dtest
通过用 θ̃ 替换 θ ，获得非分解模型的相应定义。

3.2 实验和观察

训练和测试结果。 我们比较了因式分解模型 (??) 和非因式分解模型 (??) 通过使用正交嵌入和
|S| = 80, n = 20,m = 4,mtrain = 1 训练这两个模型 和 d = dh = 128 。我们使用 (??) 作为训练损
失，使用 (??) 作为测试损失。两个模型均实现了零训练损失。然而，只有因式分解模型实现了零
测试损失，而非因式分解模型未能泛化。进一步的实验细节可在附录 ?? 中获得，我们提供了训练
和测试损失曲线 ( ?? ) 并展示了因式分解模型即使在内在维度小到 dh = 4 ( ?? ) 时也能有效泛化。
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机制分析。 ?? （左）可视化了训练后学习到的权重 WOV 和 WOW
⊤
V 。非分解模型在输出值矩

阵的“测试推论”模块中学习了零权重，而分解模型在训练和测试模块中显示出相似的权重模式。
?? 的右侧说明了底层机制，展示了分解架构如何通过泛化解决 OCR，而非分解参数化只能记忆训
练数据。

4 理论结果

在本节中，我们进行详细的理论分析，以揭示在使用两种不同参数化方法优化单层注意力模型时的
区别。我们首先假设一个固定的注意模式，然后扩展到可训练的 WKQ 矩阵。我们的主要发现是，
分解的 (WO,WV) 矩阵通过核范数引入了隐式正则化，这可以防止“测试-启示”块崩溃到零权重，
从而实现 OCR 功能。

4.1 内隐偏差解释了光学字符识别能力的差异

我们首先固定注意力权重，假设主语 s 和关系 r 总是得到相同的注意力权重。两个模型中的可训练
参数变为 θ = (WO,WV) 和 θ̃ = WOV 。对于给定任何输入 (s, r) 和 a ∈ A 的 logit 函数，我们有

fθ((s, r), a) = [WOW
⊤
V ](a, s) + [WOW

⊤
V ](a, r) and fθ̃((s, r), a) = WOV(a, s) +WOV(a, r).

尽管其参数化不同，因子模型 (WO,WV) 和非因子模型 WOV 具有相同的表达能力。命题 1 形
式化地证明了这种等价性。

Proposition 1 (Equivalent expressivity for (WO,WV) and WOV ). 假设 dh ≥ d 。带有WO,WV ∈
Rd×dh 的分解参数化 θ = (WO,WV) 和带有 WOV ∈ Rd×d 的非分解参数化 θ̃ = WOV 具有相同的
表达能力。具体而言，对于任何分解模型 θ ，都存在一个等效的非分解模型 θ̃ ，反之亦然，使得
它们在 (??) 和 (??) 中定义的训练和测试损失相同。

证明在 ?? 中给出。在进行训练动态分析之前，我们陈述了 ?? ，它提供了必要的正则性条件。

Assumption 1. 我们假设以下条件：

Remark 1. 假设 ?? 对两种参数化都成立：非分解模型 θ̃ 具有线性 logit 函数，因此是 Lipschitz；
分解模型具有双线性 logit 函数，当 θ 有界时（根据 ?? ）是局部 Lipschitz 的。当 d, dh ≥ 3 时，通
过扩展 ? 的定理 5，假设 ?? 成立。

我们定义边界值来量化正确答案和错误答案之间的 logits 差异。给定一个具有参数 W 的模
型和任意 (s, r) 对，令 a∗(s, r) 表示正确答案的标记。对于任何错误答案标记 a′ ∈ A \ {a∗(s, r)} ，
a∗(s, r) 和 a′ 之间的边界为：

h(s,r),a′(W ) = fW ((s, r), a∗(s, r))− fW ((s, r), a′). (1)

。例如，当模型输出 logits fW ((s, r), ·) = [0, . . . , 1, 0, . . . , 0]⊤ ∈ R|A| 且只有 a∗(s, r) 项等于 1 时，
对于任何 a′ ∈ A \ {a∗(s, r)} ，我们有 h(s,r),a′(W ) = 1 。给定训练损失 (??) ，Theorem 1 构建了
模型权重 W 和 SVM 问题的解决方案之间的连接。

Theorem 1 (SVM 形式). 考虑在训练损失 (??) 上使用足够小的学习率进行梯度下降或梯度流。
我们有：

1. 对于具有 θ = (WO,WV) 的分解模型，θ/∥θ∥2 的任何极限点都沿着一个程序的 KKT 点的
方向，该程序对于 W F

OV := WOW
⊤
V 具有与以下程序相同的解，其中 ∥ · ∥⋆ 表示核范数：

min
WF

OV

1

2
(∥W F

OV∥2⋆) s.t. h(s,r),a′(W F
OV) ≥ 1, ∀(s, r) ∈ Dtrain, ∀a′ ∈ A\{a∗(s, r)}.

( W F
OV -SVM)
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2. 对于非分解模型 WOV ，任何 WOV/∥WOV∥F 的极限点都是以下 SVM 问题的全局最小值方
向，其中 ∥ · ∥F 表示 Frobenius 范数：

min
WOV

1

2
(∥WOV∥2F ) s.t. h(s,r),a′(WOV) ≥ 1, ∀(s, r) ∈ Dtrain, ∀a′ ∈ A\{a∗(s, r)}.

( WOV -SVM)

有趣的是，训练分解模型导致一个最小化核范数的 SVM 问题，而非分解模型则导致 Frobenius
范数。证明推迟到 ?? 。直观地说，Theorem 1 是梯度下降的隐式偏差的一个例子。( WOV -SVM)
可以直接从单层模型的齐次性质导出。( W F

OV -SVM) 的目标最初呈现形式为 minWO,WV(∥WO∥2F +
∥WV∥2F )/2 。利用核范数和 Frobenius 范数之间的联系 ∥W F

OV∥2⋆ = min{WOW⊤
V =WF

OV}
(∥WO∥2F +

∥WV∥2F )/2 ，我们可以导出如 ?? 中证明的 ( W F
OV -SVM) 。

更令人惊讶的是，定理 1 中的 SVM 问题有封闭形式的解。我们可以立即从封闭形式得出关于
其 OCR 能力的结论。
定理 ?? 背后的关键原因在于核范数和弗罗贝尼乌斯范数的不同性质。为了最小化弗罗贝尼乌

斯范数，权重倾向于尽可能多的项变为零，并且在训练过程中 (s, r) ∈ Dtest 上的权重完全不受影
响。一个最小化弗罗贝尼乌斯范数的解会将 (s, r) ∈ Dtest 的所有项置为零，从而导致任何 a′ ∈ A2

的 h(s,r),a′(WOV) = 0 。相反，核范数是非线性的，零项可能不会使其最小化。因此，我们得到
h(s,r),a′(W

F
OV) > 0 。证明被推迟到 ?? 。

我们的结果提供了新的见解。首先，众所周知，transformer 需要至少两层注意力来执行多跳推
理 (??) ，而我们展示出一层自注意力在某些情境下可以找到捷径来绕过这一瓶颈。其次，大多数过
去有关理论理解 transformer 的工作 (???Guo et al., 2024; ?) 使用了重新参数化 WOV = WOW

⊤
V

，因为它不会改变模型的表达能力。我们的结果表明，在分析 transformer 的训练动态时，重新参
数化应谨慎使用。

OCR 是样本高效的。 注意在 ( W F
OV -SVM)中，测试暗示的边缘下限仅取决于 mtrain 和 mtest 之

间的比率。更重要的是，只要 mtrain > 0，对于任何 a′ ∈ A\{a∗(s, r)}，我们都有 h(s,r),a′(W
F
OV) > 0

。虽然这解释了强大的泛化能力，但也意味着即使两个关系没有因果关系，模型也可以轻松地学会
关联事实和暗示，导致幻觉。这一发现很好地解释了为什么 LLMs 只需要少量训练样本就足以在
Section 2 中表现出 OCR。
我们记作 WOV(a, z) = e⊤a WOVez 和 WKQ(z) = e⊤z WKQe<EOS> ，遵循 ? 。我们假设 WOV 和

WKQ 都是可训练的，并通过分析梯度流轨迹表明，非因子分解模型未能推广到测试隐含关系（??
）。

Assumption 2. 设 α > 0 。我们通过设置 WOV(a, z) = α 和 WKQ(z) = α
√
|A|+ 1 来初始化所有

a ∈ A ，z ∈ V 的权重。
Theorem 2. 假设 |A2| > 1 和假设 ?? 成立，我们使用 Ltest(θ̃t) 来表示非分解模型的测试损失。
对于任何 t ≥ 0 ，有如下成立：

Ltest(θ̃t) = Ez1:T+1∼Dtest [− log pθ̃t(zT+1|z1:T )] ≥ log |A2| > 0.

证明利用了参数对称性。可以基于 a⋆(s, r) 、Strain = ∪n
i=1Si,train 和 Stest = ∪n

i=1Si,test 来划分研
究对象，其中分区 i对应于事实 bi 和推论 ci 。由于所有分区的大小相等，任何具有 i ̸= j 的两个对
(bi, ci) 和 (bj , cj) 是可互换的。将这种对称性应用于优化动态中，我们证明了对于任意 a, a′ ∈ A2 ，
WOV(a, s) = WOV(a

′, s) 成立。因此，在测试集中，非分解模型在推论集中所有答案之间分配均匀
的概率：对于任意 a, a′ ∈ A2 ，pθ̃t(a|s, r2) = pθ̃t(a

′|s, r2) 成立。完整的证明在 ?? 中提供。
这一结果与 ? 的观察一致，该观察表明，一个重新参数化的非分解单层仅注意力模型，在除

非预期答案标记在训练集中紧随重要标记之后的情况下，很难泛化。将此结果推广到具有可训练
WKQ 矩阵的分解模型，由于参数之间的高阶交互项，导致引入了显著的复杂性。我们将这项全面
的分析留待未来的研究。
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5 结论

在这项工作中，我们以一种统一的方式研究了大型语言模型在微调新事实知识时的泛化和幻觉，并
表明上述两种行为都是由于模型的 OCR 能力。我们仔细分析了一个单层线性注意力模型，并证明
因式分解模型上 GD 的隐式偏差使模型能够获得强大的 OCR 能力。我们的理论建立表明，大型语
言模型可以轻松基于共现来关联事实和其蕴含关系，因此当共现不反映因果关系时，模型可能会产
生幻觉。至于未来的研究方向，将我们的理论分析扩展到多层变压器，以及在向模型注入新事实知
识时防止此类幻觉的有效方法将是很有趣的。
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