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1 介绍
设计一种模型预测控制（MPC）方案，使移动机器人能够安全地在障碍物填满的环境中导航，是机器人技
术中一个复杂但至关重要的任务。在这份技术报告中，安全性指的是确保机器人尊重状态和输入约束，同
时在存在干扰和测量噪声的情况下避免与障碍物碰撞。该报告提供了一种逐步实施非线性模型预测控制
（NMPC）方案的方法，以满足这些安全要求。众多书籍和研究论文提供了关于线性 MPC（LMPC）[1,2]
、NMPC [3–7] 以及它们在各个领域中的应用（包括机器人学 [8–11] ）的全面概述。该报告并不旨在复
制这些详尽的综述，而是专注于将 NMPC 作为安全移动机器人导航的基础。目标是提供从理论概念到数
学证明及实施的实用且易于理解的方法，强调安全和性能保证。这适用于希望弥合理论 NMPC 公式与现
实世界机器人应用之间差距的研究人员、机器人工程师和从业者。

1.1 概述
为了在移动机器人上实施一个 NMPC 方案（以下简称为 MPC），必须解决几个关键组件：

• 系统建模：定义机器人的动力学、其环境以及任务目标（第 2 节）。

• 参考跟踪：制定用于轨迹跟踪的 MPC 问题（第 3 节）。该公式与 [12–14] 中描述的公式有关。

• 对干扰的鲁棒性：修改 MPC 公式以确保在干扰下的安全性（第 4 节）。此公式与 [15–19] 中描述的
公式相关。

• 对模型不确定性的鲁棒性：开发一种鲁棒的输出反馈 MPC 方案，以处理由扰动和测量噪声组成的
模型不确定性（参见第 5 节）。这一表述与在 [20–24] 中描述的方案相关。

每种 MPC 方案都是以结构化的方式介绍的。首先提出其公式化方法，然后讨论其理想属性。接着提
供详细的数学证明，以展示这些属性是如何被满足的。这些证明依赖于特定的假设，这些假设在所提出
的设计下被证明是成立的。
在本指南中，向量以粗体表示，矩阵以大写字母表示。集合 R[a,b) 和 N[a,b) 分别代表实数和自然数，

范围从 a （包含）到 b （不包含）。集合 A 的内部用 int(A) 表示。向量的欧几里得范数和矩阵的诱导范
数用 ∥·∥ 表示，而关于正（半）定矩阵 Q 的二次范数写为 ∥x∥Q = x⊤Qx ，其中 Q ≻ 0 或 Q ⪰ 0 。下标
表示时间步长、索引或两者，并且上标表示变量所属的数量。例如，gr,o

j,τ |t(pτ |t) 表示参考轨迹的第 j 个
避障约束，以在时间 t 求解的 MPC 问题的预测阶段 τ 的位置信息 pτ |t 表示。在时间 t 的预测状态输入
轨迹表示为 (xτ |t,uτ |t) ，最佳解写为 (x∗

τ |t,u
∗
τ |t) ，候选解为 (x̃τ |t, ũτ |t) 。

2 移动机器人、环境和任务描述
名义机器人系统动力学由状态 x ∈ Rnx

、控制输入 u ∈ Rnu
和利普希茨连续非线性函数 f(x,u) 给出

ẋ = f(x,u), (1)

。系统受到多面体输入和状态约束（也称为系统约束），描述为

Z := U × X =
{
(u,x) ∈ Rnu+nx

|gs
j(x,u) ≤ 0, j ∈ N[1,ns]

}
, (2)
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并且 gs
j(x,u) = Ls

j

[
u
x

]
− lsj , L

s
j ∈ R1×ns

, lsj ∈ R, j ∈ N[1,ns] 。注意，每个输入和状态约束都有一个下界和

上界。因此，总共有 ns = 2(nu + nx) 个系统约束。
移动机器人在有障碍物的环境中运行。为了确保 MPC 优化无碰撞轨迹，我们需要定义避障约束。在

本指南中，假设避障约束被构造为可能非凸无碰撞空间的多面体内逼近。由于机器人轨迹随时间推进，这
些约束应定义为 MPC 视界中的时间 t 和预测阶段 τ 的函数：

Fτ |t :=
{
pτ |t ∈ Rnp

∣∣∣ go
j,τ |t(pτ |t) ≤ 0, j ∈ N[1,no] τ ∈ [0, T ], t ≥ 0

}
, (3)

，位置为 p = Mx ∈ Rnp
，go

j,τ |t(pτ |t) = Lo
j,τ |tpτ |t − loj,τ |t, L

o
j,τ |t ∈ R1×np

，loj,τ |t ∈ R, j ∈ N[1,no] 。为了
不失一般性，我们通过缩放约束设置 ∥Lo

j,τ |t∥ = 1, j ∈ N[1,no] 。为了便于符号表示，如果我们谈论一般约
束属性，标记避障约束为 go(p) = Lop − lo ，如果我们谈论需要明确保留于所有约束的约束属性，则标
记为 go

j (p) = Lo
jp− loj , j ∈ N[1,no] 。

Remark 1. 障碍物避免约束 (3) 形成凸多面体集合，该集合在预测时间 τ 时刻 t 上发生变化。文献 [25]
描述了一种计算单一凸多面体的方法。在此基础上，[14] 利用了一系列多面体障碍物避免约束，在这项
工作中使用。一种类似的障碍物避免约束表示方法最近在 [26] 中提出，其中这些约束是基于多项式路径
段的中心偏移的椭球体，且是连续参数化且可微分的。与 (3) 相比，这使得这些方法在计算时间增加的
代价下更加灵活。

移动机器人的任务是跟踪满足以下性质的参考轨迹：

Property 1. 参考轨迹
r = [ur⊤xr⊤]⊤ : (4)

1. 是动态可行的：

2. 满足一个收紧的系统约束集：
rt+τ ∈ Z̄, (5)

其中 Z̄ 被定义为

Z̄ := Ū × X̄ =
{
(u,x) ∈ Rnu+nx

∣∣∣ gr,s
j (x,u) ≤ 0, j ∈ N[1,ns]

}
⊆ int(Z), (6)

，并有后续引入的函数 gr,s
j (x,u), j ∈ N[1,ns] ；

3. 满足一个更严格的障碍避免约束集：
Mxr

t+τ ∈ F̄τ |t, (7)

，其中 F̄τ |t 定义为

F̄τ |t :=
{
pτ |t ∈ Rnp

∣∣∣ gr,o
j,τ |t(pτ |t) ≤ 0, j ∈ N[1,no]

}
⊆ int(Fτ |t), τ ∈ [0, T ], t ≥ 0, (8)

，以及之后引入的函数 gr,o
j,τ |t(pτ |t), j ∈ N[1,no] ；

系统收紧和避障约束的纳入旨在确保，只要真实机器人以有界误差跟踪参考轨迹，原始约束就会得到
满足。
一般来说，生成满足性质 1 的参考轨迹并非易事。因此，文献 [14] 提出了一种生成此类参考轨迹的

方法。

3 用于轨迹跟踪的 MPC
本节旨在介绍用于跟踪在性质 1 中定义的参考轨迹的 MPC 方案，即所谓的跟踪 MPC（TMPC）。为了
说明 TMPC 的特性，第 3.1 节直接陈述了其公式。然后，我们将讨论公式中的元素及其应满足的特性，
以确保移动机器人安全地在环境中导航。这是第 3.2 节的主题。在讨论完 TMPC 设计后，我们将在第
3.3 节对 TMPC 公式给出一些总结性的评论。
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3.1 TMPC 公式
考虑下面的 MPC 公式，用于跟踪在性质 1 中定义的参考轨迹：

J ∗
t (xt, rt) = min

x·|t,u·|t
J f(xT |t,x

r
t+T ) +

∫ T

0

J s(xτ |t,uτ |t, rt+τ ) dτ, (9a)

s. t. x0|t = xt, (9b)
ẋτ |t = f(xτ |t,uτ |t), τ ∈ [0, T ], (9c)
gs
j(xτ |t,uτ |t) ≤ 0, j ∈ N[1,ns], τ ∈ [0, T ], (9d)
go
j,τ |t(pτ |t) ≤ 0, j ∈ N[1,no], τ ∈ [0, T ], (9e)
xT |t ∈ X f(xr

t+T ), (9f)

，其中阶段成本为 J s(x,u, r) = ∥x − xr∥2Q + ∥u − ur∥2R, Q ≻ 0, R ≻ 0 ，终端成本为 J f(x,xr) =

∥x− xr∥2P , P ≻ 0 。在该公式中，Q 和 R 是调节矩阵，P 应适当地计算以确保稳定性，如章节 3.2.2 所
示。(9) 的最优解记为 x∗

·|t 和 u∗
·|t ，其中 x∗

·|t 是最优状态轨迹，u∗
·|t 是最优控制输入轨迹。

以滚动时域方式应用 TMPC 问题 (9) ，这意味着每隔 T s 秒求解一次，并在每个长度为 T s 的区间内
应用最优控制输入 u∗

·|t 。根据这一原则，闭环系统的控制律在 t = iT s, i ∈ N 中定义如下：

ut+τ = u∗
τ |t, τ ∈ [0, T s]. (10)

3.2 TMPC 属性
在移动机器人上运行 TMPC（时间最优运动规划控制）的优势在于，如果 (9) 能够被解决，它就是问题
的最优解。这个最优解是 (9) 的一个可行解，即满足所有约束 (9b) - (9f) 的解。此外，它还最小化了目
标 (9a) 。如果问题被恰当制定，机器人将通过准确跟踪参考轨迹来高效地在环境中导航。
值得注意的是，MPC 是一种轨迹优化方法。从理论上讲，人们希望为所有未来时间优化一个合适的

轨迹。然而，这并不是一个可处理的问题。因此，MPC 的预测范围是有限的。为了确保使用有限的预测
范围不会导致未来不可避免的不可行问题，设计了所谓的终端成分 [2] 。终端成分包括终端控制律 κf 、
终端成本 J f 和终端集 X f 。终端成分背后的想法是可以安全地执行附加了 κf 的开环 MPC 策略。这可
能不是最优行为，因为 (9) 并不是每隔 T s 秒求解，但它是可行的。如果设计得当，在 u∗

[0,T ]|t 之后执行
κf 会使 J f 成为“无限预测范围”成本的上限，而这个上限并未在 (9a) 的积分项中考虑到。此外，如果
X f 被合理设计，该集合在 κf 下是正不变的。这意味着系统保证会留在该集合内。如您所想，终端成分
对 MPC 方案的安全保证至关重要。因此，它们是 MPC 设计的中心。
上述关于终端成分的讨论适用于将系统带到平衡状态的经典稳定化 MPC 类型。最近，这一理论已经

扩展到跟踪动态参考轨迹，例如在性质 1 中定义的轨迹，使它们在移动机器人部署中也十分有用。因此，
所有的终端成分都以 (4) 作为输入参数。特别地，它们常用的表达式是终端控制律的

κf(x, r) = ur +K(x− xr), (11)

，终端成本的
J f(x,xr) = ∥x− xr∥2P , (12)

，以及终端集的
X f(xr) =

{
x ∈ Rnx

∣∣∣ J f(x,xr) ≤ α2
}
, (13)

。因此，κf(x, r) 包含一个前馈参考输入项和反馈增益矩阵 K ∈ Rnu×nx
，用于纠正参考状态 xr 与真实

状态 x 之间的误差。此外，X f(xr) 是具有 α > 0 比例缩放的终端成本的子水平集。

Remark 2. 一般来说，反馈增益矩阵 K 可以是状态相关或时间相关的；参见 [13] 及其中的讨论。为了
简化，我们在此指南中假设 K 是常数。

需要注意的是，不能直接实施 κf(x, r) 。相反，MPC 方案是以递归预测的方式来实施的，就如同 (10)
所示。这意味着控制动作会在 t = iT s, i ∈ N 时重新计算，并在 [iT s, (i+ 1)T s), i ∈ N 期间应用。实践中
可能出现的一个问题是 TMPC 问题 (9) 在某个时刻变得不可行。例如，这种情况发生在求解器遇到数值
问题时。意味着求解器无法找到满足所有约束的解。在这种情况下，机器人没有已知的控制动作可采取。
为防止这种问题，TMPC 的表述应该满足递归可行性属性。该属性确保在 t 时找到 (9) 的可行解的情况
下，也能够在 t+ T s 时构建一个可行解，而不需要重新求解优化问题，以使在所有未来时刻里 (9) 中的
约束得到满足。递归可行性被认为是确保移动机器人安全部署的必要条件。

Remark 3. 在动态环境中，约束可能会随时间变化。这可能会破坏递归可行性属性，因为之前由 κf(x, r)
附加的最优解不一定满足更新的约束。这并不意味着渐近视野 MPC 实施在每个时间步不会找到最优解。
这意味着我们不能保证总是存在可行解。因此，为了证明在此类环境中的安全性，必须对环境做出假设。
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例如，只要机器人的轨迹能够很好地预测，移动的障碍物就会避开机器人。另一种可能更标准的假设是存
在已知的集合，能够随时间 [16] 过度逼近动态障碍物。后者的假设通常仅限于具有可预测物体运动的结
构化环境或者导致保守的计划。较不保守的运动计划是在更普遍采用的方法中构建的，比如随机 MPC，
例如 [27] 。这些方法基于未来物体轨迹预测，在动态环境中规划到达某一风险水平的安全轨迹。然而，
这些方案的安全性保证水平降低。

考虑到 TMPC 的退化视界实现，还需要证明的是，即便预测的状态在预测视界中可能会更接近参考
轨迹，闭环机器人状态仍然会收敛到参考轨迹。我们称之为轨迹跟踪特性。
需要注意的是，上述指定的终端成分的存在一般来说不是保证的。我们将在后续部分展示如何设计它

们。目前，我们假设它们存在。这便有了以下假设：

Assumption 1 (Terminal ingredients). 存在控制律 (11) ，具有反馈矩阵 K ∈ Rnu×nx
，终端成本 (12)

，具有终端成本矩阵 P ∈ Rnx×nx
，以及终端集合 (13) ，具有终端集合缩放 α > 0 ，使得对于所有

x ∈ X f(xr) ，以下性质成立：采样时间 T s > 0 的

J f(x∗
T s+T |t,x

r
t+T s+T )− J f(x∗

T |t,x
r
t+T ) ≤ −

∫ T+T s

T

J s(x∗
τ |t,u

∗
τ |t, rt+τ )dτ, (14a)(

x, κf(x, r)
)
∈ Z, (14b)

Mx ∈ F , (14c)

，在 t 处的最优解 (x∗
·|t,u

∗
·|t) 对于所有 t ≥ 0 ，以及其使用终端控制律 (11) 的扩展版 x∗

T+τ |t 对于
τ ∈ [0, T s] ，如在第 3.2.1 节中定义。

这一假设用于完成在章节 3.2.2 和 ?? 中的轨迹跟踪和递归可行性证明。在接下来的章节中，该假设
中的数量的意义将变得更加清晰。

Figure 1: 一维参考轨迹 xr
t+[0,4T s] 、先前的最优解 x∗

[0,T ]|t 、先前最优解的附加部分 x∗
[T,T+T s]|t 、候选解

x̃[0,T ]|t+T s 、对应于 x∗
[0,T ]|t 的终端集 J f(x∗,xr) ≤ α2 以及对应于候选解的终端集 J f(x̃,xr) ≤ α2 的可

视化。在这种情况下，我们设置 T = 4T s 。注意，终端集被可视化为椭圆以明确其形状，而在这种情况
下，它们应该被可视化为垂直线。

为了提前为证明提供一些直观理解，图 1 显示了在时间 t 的最优解和在时间 t+ T s 的相应候选解。
因此，候选解涵盖了将先前的最优解预测视界平移 T s 的结果。递归可行性证明背后的思想是证明候选在
时间 t+ T s 满足所有约束 (9b) - (9f) 。在间隔 2⃝ 内，由于候选与时间 t 的最优解重叠，这些约束显然
得以满足。主要要展示的是，一旦终端集合 (13) 在预测视界的结束处 t 被达到，并由 (9f) 确保，我们可
以将控制律 (11) 附加到先前的最优解上，以获得一个候选解，满足系统和避障约束 (9d) 和 (9e) ，以及
终端集合约束 (9f) 。一种简单的方法来证明递归可行性是展示控制律 (11) 使得 (13) 不变。这保证了候
选满足 (9f) 。此外，通过假设 ?? 中的 (14b) 和 (14c) ，在终端集合 (13) 中也满足 (9d) 和 (9e) 。
鉴于候选解在 t+ T s 处是 (9) 的一个可行解，轨迹追踪证明需要展示候选解的成本 (9a) 低于先前的

最优解，这意味着即使在 t+ T s 处不重新求解 (9) ，机器人也将收敛到参考轨迹。直观上，如果与区间
4⃝ 相关的成本，即短时间内的成本 4⃝ ，比终端成本 3⃝ 低，使得候选成本相比先前的最优解至少减少了
成本 1⃝ ，因为成本 2⃝ 保持不变，这种情况是成立的。这正是 Assumption ?? 中在 (14a) 中以数学形式
表示的条件。
总之，确保 TMPC 公式 (9) 能导致安全有效的移动机器人部署，需要设计合适的终端成分。为此，我

们在第 3.2.1 节定义了基于终端成分的候选方案，这使我们能够在第 ?? 节证明递归可行性，并在第 3.2.2
节证明轨迹跟踪。正如将会清晰看到的，假设 ?? 并不是完成证明所需满足的唯一假设。因此，第 ?? 节
的目标是设计相关量，使得所有假设都得到满足，并且期望的 TMPC 属性得以保持。
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3.2.1 候选解

定义候选解的目的是为了展示在时间 t+ T s 时，存在一个可行的 (不一定是最优的) 解能够满足 (9) 的要
求，前提是在 t 时成功解决了 (9) 。构造这样一个候选解的简单方法是从时间 t 的最优解中选取重叠部
分，即在 t 的预测区间 τ ∈ [T s, T ] 中的部分，因为该轨迹在时间 t 的 MPC 运行中已知满足所有约束条
件，并且与时间 t+ T s 的 τ ∈ [0, T − T s] 重叠。剩下的就是为 τ ∈ [T − T s, T ] 定义候选解。如果我们找
到具有上述属性的 κf(x, r) ，那么该轨迹部分可以满足约束。
现在让我们对候选者进行数学定义。为了方便记号，我们定义先前最优解的附加部分，对于 τ ∈

[T, T + T s] ，表示为
u∗
τ |t = κf(x∗

τ |t, rt+τ ), (15)

，其中 ẋ∗
τ |t 通过应用 (15) 由 (1) 给出。

给定这些定义，我们可以将时间 t+ T s 的候选写为

ũτ |t+T s = u∗
T s+τ |t, x̃τ |t+T s = x∗

T s+τ |t, τ ∈ [0, T ]. (16)

该候选方案，因此 κf(x, r) ，不一定在实践中实施。它仅用于证明递归可行性和轨迹跟踪。若问题不
可行，并希望机器人在部署期间继续执行开环 MPC 预测时，才需要该控制律。然而，在这种情况下，控
制动作不再考虑机器人状态或环境的任何变化，这可能是危险的。在这种情况下，最好是停下来，查看
日志以了解问题为何不可行，并加以修正。

Remark 4. 由于候选方案可以在接下来的部分中展示出所需的递归可行性和轨迹跟踪特性，因此只需
在 t = 0 解 (9) 并将候选方案应用于 t > 0 即可。这种推理符合 [28] 中提出的观点：可行性意味着稳定
性。然而，所得的控制策略在所定义的目标函数上是次优的。因此，用户可以明确在最优性和计算效率
之间进行权衡。

虽然候选解不一定在实际中实施，但它是求解器的合适热启动，因为它是一个可能接近最优解的可行
解。为求解器提供适当的热启动对于加快求解时间至关重要，因为求解器需要从初始点到达最优解的迭
代次数更少。
为了证明递归的可行性，我们的任务是展示候选 (16) 在时刻 t+ T s 满足所有约束 (9b) - (9f) 。首先，

需要注意的是，在不了解终端成分的情况下，候选解意味着约束 (9b) 和约束 (9c) 在 τ ∈ [0, T ] 处是满足
的。接下来我们需要证明约束 (9d) 和 (9e) 在 τ ∈ [0, T ] 处是满足的，以及终端集约束 (9f) 在 τ = T 处
是满足的。
为了证明对于 τ ∈ [0, T ] 约束条件 (9d) 和 (9e) 得到了满足，我们将这个区间分成半开区间

τ ∈ [0, T − T s) 和闭区间 τ ∈ [T − T s, T ] 。

系统约束满足条件对于 τ ∈ [0, T − T s)
让我们从 τ ∈ [0, T − T s) 的证明开始。在这个区间内，系统约束 j ∈ N[1,ns] 满足以下条件：

gs
j(x̃τ |t+T s , ũτ |t+T s)

(16)
= gs

j(x
∗
T s+τ |t,u

∗
T s+τ |t)

(9d)
≤ 0. (17)

对于 τ ∈ [0, T − T s) 避障约束满足
类似地，对于 τ ∈ [0, T − T s) 避障约束 j ∈ N[1,no] 满足：

go
j,τ |t+T s(p̃τ |t+T s)

(16)
= go

j,τ |t+T s(p∗
T s+τ |t)

(9e)
≤ 0. (18)

注意，对比于系统约束，避障约束是时变的。因此，我们需要对避障约束作以下假设，以显示 go
j,τ |t+T s(p∗

T s+τ |t) ≤
0 实际上成立：

Assumption 2 (Obstacle avoidance constraints). 障碍物避让约束应满足

p∗
T s+τ |t ∈ Fτ |t+T s , τ ∈ [0, T − T s], (19a)
p∗
T |t ∈ FT |t. (19b)

。换句话说，之前的最优路径 p∗
T s+τ |t 应该包含在应用于 τ ∈ [0, T − T s] 在 t+ T s 的相应约束区域

Fτ |t+T s 内。同样，终端位置 p∗
T |t 应该包含在终端约束区域 FT |t 内。后一特性确保由 (15) 给出的候选

解的附加部分在时间 t+ T s 满足更新后的障碍物避让约束。此特性用于展示下文的终端约束满足。我们
假设“相应的”约束区域是使用之前的最优解构建的。

终端集约束对 τ ∈ [T − T s, T ] 的满足性接下来，我们证明如果在时间 t 满足 (9f) ，那么候选 (16) 在时
间 t+ T s 的预测区间 τ ∈ [T − T s, T ] 中满足 (9f) 。为了这个证明，我们利用了在假设 ?? 中由 (14a) 给
出的对 J f(x,xr) 的假定减少。因此，对于 τ ∈ [T − T s, T ] 成立下列条件：

J f(x̃τ |t+T s ,xr
t+T s+τ )

(16)
= J f(x∗

T s+τ |t,x
r
t+T s+τ )

(14a)
≤ J f(xT |t,x

r
t+T )

(9f)(13)
≤ α2. (20)
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系统约束满足对于 τ ∈ [T − T s, T ]
预测区间 τ ∈ [T − T s, T ] 中系统约束 (9d) 的满足是终端集合不变量的组合的直接结果，如前一节所示，
并且应用了假设 (14b) 中的 ?? 。

障碍物避免约束的满足对于 τ ∈ [T − T s, T ]
类似于系统约束满足，在预测区间 τ ∈ [T − T s, T ] 中障碍物避免约束 (9e) 的满足直接源于终端集不变性
的结合，如前一节所示，并在假设 ?? 中调用 (14c) 。

3.2.2 轨迹跟踪证明

类似于证明一个自治系统的稳定性，证明名义系统 (1) 在闭环控制律 (10) 下跟踪参考轨迹 (4) 遵循
Lyapunov 理论的论点。一个有用的类比是 Lyapunov 理论中的能量被捕获在一个机械系统中。在这个类
比中，Lyapunov 函数描述了储存在系统中的能量。在这样的系统中，由于摩擦等耗散效应，能量会随着
时间的推移而减少，这意味着 Lyapunov 函数值将会随着时间而严格减小。在 MPC 的背景下，能量基
于跟踪误差，减少跟踪误差的耗散效应是闭环控制律 (10) 。因此，选取 Lyapunov 函数的一个合理选择
是选择 (9) 中的最优代价 J ∗

t (xt, rt) ，因为该代价表示预测轨迹与参考轨迹有多接近。理想情况下，我
们希望最优代价随时间减小，这意味着跟踪误差收敛到零。
为了推导出关于最优成本的界限，我们遵循类似于 [3] 中候选成本标准下降证明的步骤：

J ∗
t+T s(xt+T s , rt+T s)

(a)
≤

∫ T

0

J s(x̃τ |t+T s , ũτ |t+T s , rt+T s+τ )dτ + J f(x̃T |t+T s ,xr
t+T s+T ) (21a)

(b)
=

∫ T−T s

0

J s(x̃τ |t+T s , ũτ |t+T s , rt+T s+τ )dτ

+

∫ T

T−T s
J s(x̃τ |t+T s , ũτ |t+T s , rt+T s+τ )dτ + J f(x̃T |t+T s ,xr

t+T s+T ) (21b)

(c)
=

∫ T

T s
J s(x∗

τ |t,u
∗
τ |t, rt+τ )dτ +

∫ T+T s

T

J s(x∗
τ |t,u

∗
τ |t, rt+τ )dτ

+ J f(x̃T |t+T s ,xr
t+T s+T ) (21c)

(d)
=

∫ T

0

J s(x∗
τ |t,u

∗
τ |t, rt+τ )dτ −

∫ T s

0

J s(x∗
τ |t,u

∗
τ |t, rt+τ )dτ

+

∫ T+T s

T

J s(x∗
τ |t,u

∗
τ |t, rt+τ )dτ + J f(x̃T |t+T s ,xr

t+T s+T ) (21d)

(e)
=J ∗

t (xt, rt)− J f(x∗
T |t,x

r
t+T )−

∫ T s

0

J s(x∗
τ |t,u

∗
τ |t, rt+τ )dτ

+

∫ T+T s

T

J s(x∗
τ |t,u

∗
τ |t, rt+τ )dτ + J f(x̃T |t+T s ,xr

t+T s+T ) (21e)

(f)
= J ∗

t (xt, rt)−
∫ T s

0

J s(x∗
τ |t,u

∗
τ |t, rt+τ )dτ + J f(x̃T |t+T s ,xr

t+T s+T )

− J f(x∗
T |t,x

r
t+T ) +

∫ T+T s

T

J s(x∗
τ |t,u

∗
τ |t, rt+τ )dτ (21f)

(g)
=J ∗

t (xt, rt)−
∫ T s

0

J s(x∗
τ |t,u

∗
τ |t, rt+τ )dτ + J f(x∗

T s+T |t,x
r
t+T s+T )

− J f(x∗
T |t,x

r
t+T ) +

∫ T+T s

T

J s(x∗
τ |t,u

∗
τ |t, rt+τ )dτ (21g)

(h)
≤J ∗

t (xt, rt)−
∫ T s

0

J s(x∗
τ |t,u

∗
τ |t, rt+τ )dτ, (21h)

其中 (a) 通过用可行但不一定最优的候选 (16) 填充 (9a) 而获得，所谓候选成本，(b) 通过在 T − T s 处
分割积分项，(c) 通过填入候选 (16) ，(d) 通过加减

∫ T s

0
J s(x∗

τ |t,u
∗
τ |t, rt+τ )dτ ，(e) 通过用 J ∗

t (xt, rt)−
J f(x∗

T |t,x
r
t+T ) 替换

∫ T

0
J s(x∗

τ |t,u
∗
τ |t, rt+τ )dτ ，(f) 通过巧妙地重新排列项，(g) 由 (16) ，且 (h) 由假设

?? 中的 (14a) 获得。
简单来说，假设 ?? 中的 (14a) 表明在预测区间 τ ∈ [T − T s, T ] 内，预测时刻 T 的候选增加成本应

小于终端预测成本，在 t 处。如果是这样，那么候选成本 Jt+T s(xt+T s , rt+T s) 至少比之前的最优成本
J ∗
t (xt, rt) 在 t 处的阶段成本对 τ ∈ [0, T s] 更小。因此，即使不在时刻 t+ T s 优化 (9) ，而是应用候选
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(16) ，成本也会严格下降。鉴于最优成本 J ∗
t+T s(xt+T s , rt+T s) 被候选成本上界，则最优成本也会严格下

降。
因此，假设 ?? 中的 (14a) 意味着

J ∗
t+T s(xt+T s , rt+T s)− J ∗

t (xt, rt) ≤ −
∫ T s

0

J s(x∗
τ |t,u

∗
τ |t, rt+τ )dτ. (22)

找到一个形成
∫ T s

0
J s(x∗

τ |t,u
∗
τ |t, rt+τ )dτ 的下界的 class-K∞ 函数并不简单，这将使我们能够表明∫ T s

0
J s(x∗

τ |t,u
∗
τ |t, rt+τ )dτ > 0 。因此，我们无法利用 [3] 中概述的标准 Lyapunov 论证来证明稳定

性。由于收敛性证明不需要这个界，因此我们改为证明收敛性。
最优代价 (22) 的下降性质意味着

J ∗
t+T s(xt+T s , rt+T s)− J ∗

t (xt, rt) ≤ −cJ ,d
∫ t+T s

t

∥xτ − xr
τ∥2Qdτ, (23)

具有常数 cJ ,d > 0 。通过在 (23) 中反转符号，从 0 到 t 以 t → ∞ 进行这个不等式的迭代，并利用
J ∗
t (xt, rt) 是一致有界的这一事实，得到

lim
t→∞

∫ t

0

∥xτ − xr
τ∥2Qdτ ≤ J ∗

t (x0, r0)− lim
t→∞

J ∗
t (xt, rt) ≤ J ∗

t (x0, r0) < ∞. (24)

通过应用 Barbalat 引理 [29] ，我们可以得出结论，跟踪误差 ∥xt − xr
t∥ 渐进收敛到零。

这一部分将详细介绍以下设计：
避障约束设计
为了证明递归可行性，我们需要让避障约束满足假设 2 。一种满足该假设的简单方法是根据先前的最优
路径 p∗

·|t 生成避障约束，并确保该路径也包含在相应的约束区域内。

Remark 5. 由于 TMPC (9) 将使用具有离散化动力学 [3] 的多重射击实现，我们还根据 MPC 阶段之
间的分段常数段定义障碍规避约束。这意味着障碍规避约束也根据

FiT s+τ |t+T s = FiT s|t+T s , τ ∈ (0, T s], i ∈ N[0,N−1], (25)

被分段定义，其中 N 是离散预测阶段的数量。

终端成分设计
终端成分设计涉及计算适当组合的终端控制律 (11) 、终端成本 12 和满足假设 ?? 中终端成本减少 (14a)
的终端集 (13) 。该设计涉及找到适合的矩阵 P 和 K 以及常数 α > 0 的组合。
为了设计 P 和 K ，最近的工作 [13] 提出了一个线性矩阵不等式（LMI），以确保直接满足假设 ?? ：

(A(r) +B(r)K(r))
⊤
P (r)+P (r) (A(r) +B(r)K(r))+

nx+nu∑
j=1

∂P (r)

∂x
ẋj +(Qϵ +K(r)RK(r)) ≤ 0, (26)

，且雅可比矩阵为

A(r) :=
∂f(x,u)

∂x

∣∣∣∣
r

, B(r) :=
∂f(x,u)

∂u

∣∣∣∣
r

, (27)

，Qϵ := Q+ ϵIn
x
和 ϵ > 0 。对应的证明见 [13] 。

特别地，这个 LMI保证了一个系统属性，称为局部增量稳定性。详细信息请参见 [30,31]。注意，P 和
K 是基于参考轨迹的状态输入空间中的局部值 r 进行参数化的。这就是“局部”一词的来源。只需证明
某些属性在状态输入空间的局部保持即可确保在完整状态输入空间内参考轨迹的跟踪。然而，请注意结
果仅适用于终端集合缩放 α 的值足够小，以至于雅可比矩阵 (27) 足够准确地描述非线性系统行为。“增
量”一词指的是我们考虑的是靠近参考轨迹演化的系统轨迹的稳定性属性。
如前所述，终端成本 (12) 是我们理想情况下想要最小化的“无限期”成本的上限。因此，目标是找到

满足 LMI (26) 的最小值矩阵 P (r) 和相应矩阵 K(r) 。对应地，我们可以制定以下半定规划（SDP）：

min
X,Y

− log detXmin, (28a)

s. t. X(r) ⪰ 0, (28b)A(r)X(r) +B(r)Y (r) + (A(r)X(r) +B(r)Y (r))
⊤ − Ẋ(r)

(
Qϵ 1

2X(r)
)⊤ (

R
1
2Y (r)

)⊤

Qϵ 1
2X(r) −In

x
0n

x×nu

R
1
2Y (r) 0n

u×nx −In
u

 ⪯ 0,

(28c)
Xmin ⪯ X(r), ∀r ∈ Z̄,
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，其中 Ẋ(r) := ∂X(r)
∂xr ẋr 和 LMI (28c) 是对 LMI (26) 进行 Schur 补和应用以下坐标变换的直接结果：

P (r) = X(r)−1, K(r) = Y (r)P (r). (29)

注意，Z̄ 代表参考轨迹的连续状态输入空间。因此，SDP (28) 是半无穷的，我们需要对 Z̄ 进行网格
化或凸化以求解它。为了解决 SDP，出现在雅可比矩阵 (27) 中的 r 中的状态和输入可以被设为零，对
于那些线性出现的变量，我们可以取顶点，而非线性出现的变量需要网格化。

Remark 6. 由于生成 LMI (28c) 的计算时间可能会变得非常长，一个解决方案是使用稀疏点网格求解
(28) ，并在更密集的网格上评估结果以检查结果的有效性。

给定该方法来计算 P (r) 和 K(r) ，剩下的唯一任务是为终端集合缩放 α 设计一个合适的值。理论上，
可以设置 α = 0，使得 (9f)成为一个等式约束。然而，这不必要地限制了求解器找到解决方案。这可能导
致不可行性，要么是因为满足这个等式约束的解决方案不存在，要么是因为问题在数值上不可行。因此，
想法是找到一个非保守的 α 的最大值。回忆一下，(13) 是围绕参考轨迹为中心的，而参考轨迹分别满足
收紧系统和避障约束 (6) 和 (8) 。根据这一信息，α 只能增长到施加于原始系统和避障约束的紧缩大小。
假设参考轨迹仅受限于收紧的系统约束，并被以下多面体集合约束：̄Z =

{
r ∈ Rnu+nx ∣∣ Lr,s

j r ≤ lr,sj , j ∈ N[1,ns]

}
。收紧量等于 lsj − Lr,s

j r, r ∈ Z̄, j ∈ N[1,no] 。因此，α 可以通过求解下面的线性规划（LP）[13] 计算出
来，这在附录 A 中得到了证明：

α∗ =max
α

α, (30a)

s. t.
∥∥∥P (r)−

1
2

[
K(r)⊤In

x
]
Lr,s
j

⊤
∥∥∥α ≤ (lsj − Lr,s

j r), (30b)

∀r ∈ Z̄, j ∈ N[1,ns]. (30c)

。当然，这个结果也可以扩展到包括避障约束。
注意，使用这个表达式，我们可以根据参考轨迹的系统约束收紧来计算 α 的值，反之亦然。因此，在

完成 α 的设计之前，我们需要对系统和避障约束有更多的细节。这将在下一节中描述。

参考轨迹设计
参考轨迹需要满足收紧的系统约束 (6) 和收紧的避障约束 (8) 。这些约束集需要被构建，使得根据假
设 ?? 中的 (14b) 和 (14c) ，在终端集合 (13) 中满足系统和避障约束。
考虑到系统约束 (2) 是连续可微的并且定义在紧致集 Z 上，它们是 Lipschitz 连续的。因此，我们可

以将它们表示为
gs
j(x

′,u′)− gs
j(x,u) ≤ cs

jα, j ∈ N[1,ns], (31)

，其中一些 x′ ̸= x ∈ Rnx
和 u′ ̸= u ∈ Rnu

具有 Lipschitz 常数 cs
j , j ∈ N[1,ns] 。因此，如果我们将参考

轨迹的收缩系统约束设为
gr,s
j (x,u) ≤ gs

j(x,u) + cs
jα, j ∈ N[1,ns], (32)

，我们在 (30b) 中得到一个严格的等式与

cs
j =

∥∥∥P (r)−
1
2

[
K(r)⊤In

x
]
Lr,s
j

⊤
∥∥∥ , j ∈ N[1,ns]. (33)

。
等价地，如果我们将参考轨迹的收紧障碍物规避约束的上界设为

gr,o(p) ≤ go(p) + coα, (34)

，我们可以用 M⊤ 替换
[
K(r)⊤In

x]
Lr,s
j

⊤ 来获得 co 的以下表达式：

co =
∥∥∥P (r)−

1
2M⊤

∥∥∥ . (35)

基于该设计，我们选择一个适当的 α 值，以实现对系统约束或避障约束的期望收紧程度。对于移动机
器人，一个自然的选择是决定参考轨迹与障碍物之间的最大距离。我们称这个量为 dmax 。然后，我们知
道 coα = dmax ，由此得到终端集合缩放的以下表达式：

α =
dmax
co . (36)

通过求解 (28) ，某些系统约束可能比其他约束更严格，从而导致可行解集为空。可以通过在 (28a) 中
包括系统约束收缩常数，并将其惩罚设定为相应系统约束方向 j ∈ N[1,ns] 上空间的倒数来避免这一问题。
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这样，可以鼓励求解器均等地收紧系统约束。利用 α = ∥x − xr∥P (r) 处理系统约束 (32) 上的 Lipschitz
不等式，并根据 [32, p. 29] 进行舒尔补，得到以下线性矩阵不等式（LMI）： cs

j
2 Ls

j

[
Y
X

]
(
Ls
j

[
Y
X

])⊤

X

 ⪰ 0, j ∈ N[1,ns]. (37)

此 LMI 被包含在 [14] 的 SDP 公式中。在该公式中，P 和 K 的状态和输入依赖性也被消除，因此结
果在完整的状态输入空间中成立，而不仅仅是局部的。因此，可以去掉负责雅可比矩阵 (27) 的 Lipschitz
连续性的常数 ϵ 。包括状态和输入依赖性的好处是减少了保守性，即终端成本更小，终端集合更大。这
导致闭环系统的跟踪误差更小。然而，增加的保守性在 [14] 中并不是一个主要问题，并导致了一个更简
单的公式。

3.3 总结性意见
总之，所提出的 TMPC 方案是为由名义动态描述的移动机器人跟踪动态可行的参考轨迹提供安全保障
的有效工具。该方案基于一个思想，即适当地设计终端成分会导致终端成本的严格降低和终端集合的正
不变性，从而能够证明轨迹跟踪和方案的递归可行性。
注意，只有当系统从足够接近参考轨迹的初始点开始时，解算器才会找到满足终端集约束条件 (9f) 的

(9) 的可行解。
在实际操作中，物理机器人会受到可能无法建模的动态干扰。为了确保在这些干扰下安全的移动机器

人导航，我们需要知道干扰对动力学的影响有多大，并在 MPC 设计中考虑这些影响。这是第 4 节的主
题，其中提供了受扰机器人动力学和相应的鲁棒 MPC（RMPC）设计。

4 具有扰动的轨迹跟踪鲁棒 MPC
本节的目标是介绍 RMPC 方案，该方案将用于跟踪在系统受到扰动时满足性质 1 的参考轨迹。系统动
力学的描述在第 4.1 节中提供。与第 3.1 节类似，第 4.2 节陈述了优化问题和闭环控制定律。然后，
第 4.3节为 RMPC建立直观认识，并解释公式中的必要元素及相关属性。最后，第 ??节总结了 RMPC
的公式化。

4.1 扰动移动机器人描述
干扰系统动力学由

ẋ = fw(x,u,w) := f(x,u) + Ew, (38)

给出，其具有与标称系统 (1) 相同的性质，干扰为 w ∈ Rnw
，且有干扰选择矩阵 E ∈ Rnx×nw

。从现在
开始，为了区分标称系统和干扰系统，我们将分别用 z 和 x 表示标称状态和干扰状态。
通过记录数据，可以计算出一个在每个维度 i ∈ N[1,nw] 上的下界为 ¯

wrec
i 和上界为 w̄rec

i 的边界框。我
们将每个维度 i 的偏移记为 wb

i := ¯
wrec

i +w̄rec
i

2 。那么，以 0 为中心的扰动集合表示为

W :=
{
w ∈ Rnw

∣∣∣
¯
wrec,0

i ≤ wi ≤ w̄rec,0
i , i ∈ N[1,nw]

}
, (39)

，其中
¯
wrec,0

i :=
¯
wrec

i −wb
i 和 w̄rec,0

i := w̄rec
i −wb

i ，确保记录的扰动值全部包含在集合 wb ⊕W 中。相
应地，在接下来的部分中，我们将扰动值表示为

w := wb +w0 ∈ wb ⊕W . (40)

. 模型偏差 wb 可以包含在标称预测模型中，以考虑下一章节中描述的扰动的静态偏移。
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4.2 鲁棒模型预测控制公式
考虑以下用于跟踪参考轨迹 (4) 的 RMPC 形式：

J ∗
t (xt, rt) = min

z·|t,v·|t
J f(zT |t,x

r
t+T ) +

∫ T

0

J s(zτ |t,vτ |t, rt+τ ) dτ, (41a)

s. t. z0|t = xt, (41b)
sτ = 0, (41c)
żτ |t = f(zτ |t,vτ |t) + Ewb, τ ∈ [0, T ], (41d)
ṡτ = −ρsτ + w̄, τ ∈ [0, T ], (41e)
gs
j(zτ |t,vτ |t) + cs

jsτ ≤ 0, j ∈ N[1,ns], τ ∈ [0, T ], (41f)
go
j,τ |t(Mzτ |t) + cosτ ≤ 0, j ∈ N[1,no], τ ∈ [0, T ], (41g)
(zT |t, sτ ) ∈ X f(xr

t+T ), (41h)

，其中阶段成本为 J s(z,v, r) = ∥z − xr∥2Q + ∥v − ur∥2R, Q ≻ 0, R ≻ 0 ，终端成本为 J f(z,xr) =

∥z −xr∥2P , P ≻ 0 。在此形式中，Q 和 R 是调节矩阵，而 P 应该适当地计算以显示实际的渐进收敛，详
见第 ?? 节。请注意名义系统动态 (41d) 中包含模型偏差 wb ，使得该模型最好地描述了最小和最大扰动
界限。
类似于 3 节的 TMPC 公式，RMPC 公式应用于递推时域方式。在这种情况下，闭环系统的控制律

对 t ≥ 0 定义如下：

ut+τ = κ(xt+τ , z
∗
τ |t,v

∗
τ |t) := v∗

τ |t + κδ(xt+τ , z
∗
τ |t), τ ∈ [0, T s], (42)

具有控制律 κ(x, z,v) : X × Z → Rnu
，包括反馈律 κδ(x, z) : X 2 → Rnu

，该反馈律将根据本节提供的
设计稍后定义。

4.3 RMPC 性质
如果标称系统 (1) 受到可预测的干扰，我们可以调整 (1) 以包含相应的干扰动态，并应用上一节描述的
TMPC。然而，通常情况下，干扰是不可预测或仅部分可预测的。可预测的部分可以通过基于学习的方
法学习，例如高斯过程，参见例如 [33–35] 。然而，几乎在所有情况下，将会有一部分动态是无法预测的。
在这种情况下，我们仍然需要能够保证在机器人上运行我们的 MPC 方案是安全的。
那么为什么不执行来自第 3 节的 TMPC 并寄希望于它呢？让我们考虑一种情景，其中参考轨迹是使

用与 TMPC 相同的约束计算的。在某个时刻 t ，状态可能正好与参考状态重合，即 xt = xr
t 。然而，最

坏情况的扰动发生在区间 [t, t+ T s] 内。这导致状态超出了约束边界。突然间，问题变得不可解，而且没
有结构化的方法可以恢复，即在开环中不存在一个适当的候选解决方案。从上述分析可以得出结论，如
果参考轨迹生成时距离约束足够远，即 cs

jα, j ∈ N[1,ns] 或 coα 的收缩程度足够大，我们可以防止此问题
的发生。这正是 [14] 中利用 TMPC 方案在真实机器人上进行的实验取得成功的确切原因，尽管有明确
的鲁棒设计：距离 dmax 到障碍物规避约束的距离调整得足够好，以避免障碍物并确保在存在扰动的情况
下系统的约束始终得到满足。
然而，这还不是完整的故事。考虑一种情况，其中参考轨迹生成得足够远离约束边界。我们再次考虑

正面的情形，即 xt = xr
t 。在 t ，TMPC 将根据动态 (1) 做一个标称预测，并在闭环中执行控制律。然

而，在时间间隔 [t, t+ T s] 内，最坏情况的扰动影响了系统。因此，状态没有继续跟踪参考，而是远离了
参考。TMPC 没有预料到这一点。在时间 t + T s ，TMPC 又从受扰状态的最后一个接收到的样本预测
一个标称轨迹，并优化。在时间间隔 [t + T s, t + 2T s] 执行最佳输入时，系统将再次朝向参考轨迹移动。
因此，即使没有显式考虑扰动，TMPC 可能仍然能够跟踪 (4) 。当然，跟踪并不完美，但至少系统保持
在接近参考轨迹的范围内。TMPC 的这种反馈特性称为固有鲁棒性 [36] 。这是大多数实际的 MPC 实现
所依赖的特性，可能足以跟踪参考轨迹。
仅靠固有的鲁棒性可能不足以确保机器人的安全。例如，在 [t+ T s, t+2T s] 期间，另一个扰动可能会

影响系统，尽管 MPC（模型预测控制）的最佳控制努力，该扰动仍可能使系统进一步偏离参考轨迹。在
这种情况下，闭环系统被称为不稳定，换句话说，MPC 不够“强壮”以减弱扰动的影响。这种强度的概
念通常被称为收缩性。换句话说，实际轨迹与参考轨迹的差异应以最低的速度收缩。实际系统与参考轨
迹的接近程度取决于收缩率，通常用 ρ 表示，以及扰动的最坏影响，通常用 w̄ 表示。这些是在 RMPC
（鲁棒模型预测控制）公式 (41) 中也可以找到的量。

一种常见的方法是通过设计一个以比 MPC 采样频率更高频率执行的反馈律来提高 MPC 的干扰衰
减能力，并确保闭环系统保持在参考轨迹附近。这样，干扰的影响可以在 MPC 于离散采样时刻进行处
理之前就被减弱。类似于设计使终端集 (13) 不变的终端控制律 (11) ，可以设计反馈律以使所谓的围绕
参考轨迹的不变管对干扰不敏感。这构成了一类流行的鲁棒模型预测控制（RMPC）方法的基础：管状
MPC [18,37–39] 。
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管状 MPC 的设计是通过一个刚性管状尺寸来收紧所有约束，从而使得如果标称预测轨迹满足收紧后
的约束，那么闭环系统就能满足实际约束。具体来说，在管状 MPC 中，整个预测轨迹都被优化，包括初
始状态约束 (41b) 。这增加了计算复杂性，但为终端集合 [40] 提供了一个简单的表达式。
管状 MPC 方案设计的核心是找到合适的管道表达式。一种常见的方法是设计反馈律 κδ(x, z) ，使增

量 Lyapunov 函数 V δ(x, z) 的子层集合在由闭环控制律 (42) 作用的系统受到干扰时不变。如果系统满足
以下假设 [30, 41] ，则在 κδ(x, z) 和 V δ(x, z) 中存在这种反馈律的组合：

Assumption 3 (Incremental stabilizability). 存在一个反馈律 κδ(x, z) : X 2 → Rnu
，一个增量 Lyapunov

函数 V δ(x, z) : X 2 → R≥0 ，它是连续可微的并满足 V δ(z, z) = 0, ∀z ∈ X ，参数 cδ,l, cδ,u, ρ > 0 ，以及
Lipschitz 常数 cs

j > 0, j ∈ N[1,ns] 和 co > 0 ，使得以下性质对所有 (x, z,v) ∈ X × Z 成立：

cδ,l∥x− z∥2 ≤ V δ(x, z) ≤ cδ,u∥x− z∥2, (43a)

gs
j(x, κ(x, z,v))− gs

j(z,v) ≤ cs
j

√
V δ(x, z), j ∈ N[1,ns], (43b)

go(Mx)− go(Mz) ≤ co
√
V δ(x, z), (43c)

d

dt
V δ(x, z) ≤ −2ρV δ(x, z), (43d)

，其中 ẋ = f(x, κ(x, z,v))+Ewb 和 ż = f(z,v)+Ewb 。此外，以下类范数不等式成立 ∀x1,x2,x3 ∈ Rnx

： √
V δ(x1,x3) ≤

√
V δ(x1,x2) +

√
V δ(x2,x3). (44)

。换句话说，我们希望找到一个平方增量 Lyapunov 函数 V δ(x, z) ，用于量化受干扰轨迹 x 和名义
或参考轨迹 z 之间的差异。V δ(x, z) 由 (43a) 下界和上界，根据 (43d) 至少以速率 2ρ 收缩，并满足类似
范数的不等式 (44) ，这样系统和避障约束由一个常数乘以 V δ(x, z) 的 sqrt 进行 Lipschitz 有界。上面方
程的含义和目的将在本节稍后更清楚地阐明。

Remark 7. 上标 δ 表示 Lyapunov 函数的增量性质，即 Lyapunov 函数描述了两个时变轨迹 x 和 z 之
间的差异，这两个轨迹彼此接近。

Remark 8. 在将假设中表达式 ?? 与 [31, Ass. 1] 进行比较时，注意 V δ 包含的参数数量不同。一般来
说，可以构造一个 V δ ，它也依赖于标称输入 v 。然而，在此我们并没有利用这一性质，为了书写的方
便，将额外的参数省略掉。

因此，如果我们可以对
√
V δ(x, z) 进行上界限制，我们就可以利用 (43b) 和 (43c) 来收紧系统和避障

约束，从而确保控制律 (42) 的开环执行保证真实系统轨迹 x 满足非收紧的约束。
注意，将 sqrt 算子应用于 (43d) ，可以得到

√
V δ(x, z) 的导数的以下上界：

d

dt

√
V δ(x, z) ≤ −ρ

√
V δ(x, z). (45)

这个上界对 t, τ ≥ 0 的演化为 √
V δ(xt+τ , zt+τ ) ≤ e−ρτ

√
V δ(xt, zt). (46)

换句话说，如果轨迹 x 和 z 互相偏离，它们将根据 (46) 随着时间收缩。因此，误差

δ := x− z (47)

指数收敛到零。如上所述，如果扰动作用于系统，情况则不然。因此，我们希望找到一个表达式来描述
涉及扰动 w 影响的 (45) 。为此，首先定义以下性质，它符合扰动集 (39) 的定义：

Property 2. 存在一个常数 w̄ > 0 ，使得对于任何 (x, z,v) ∈ X × Z 和任何 w ∈ wb ⊕W ，都有

d

dt

√
V δ(x, z) ≤ −ρ

√
V δ(x, z) + w̄, (48)

，其中 ẋ = f(x, κ(x, z,v)) + Ew 和 ż = f(z,v) + Ewb 。

因此，如果我们将
√
V δ(x, z) 的上界，也称为管道大小，记为 s ，即，√

V δ(x, z) ≤ s, (49)

我们可以将 s 的随时间变化的导数写为
ṡ = −ρs+ w̄. (50)
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重新将 (50) 写成时间函数为
st =

(
1− e−ρt

) w̄
ρ
, (51)

当极限 t → ∞ 达到时，结果为最大管道大小

s̄ =
w̄

ρ
. (52)

因此，s 不会无限增长，得到的管道大小 (52) 适合在管道 MPC 公式中收紧约束条件。
在这项工作中，我们并没有利用管状 MPC，而是使用了一个略有不同的变体：约束收紧 MPC

[15,42–44]。这是 (41)中使用的公式。约束收紧 MPC的思想是在当前时间点 t，与管状 MPC不同的是，
初始预测状态 z0|t 等于测量状态 xt (41b) ，并且初始管道大小设为零 (41c) 。从那里开始，给出一个适
当设计的闭环控制律 (42) ，预测的不确定性根据 (50) 增长，反映在 (41e) 中，具有收缩率 ρ 和最坏情况
下的扰动影响 w̄ 。增长的管道大小用于在 (41f) 中收紧系统约束，使用系统约束收紧常数 cs

j , j ∈ N[1,ns]

，以及障碍物回避约束 (41g) ，使用障碍物回避约束收紧常数 co 。由于管道大小不会无限增长，如 (52)
中所示，s̄ 可以用于构建终端集约束 (41h) ，以使系统在给出适当终端控制律时，在所有未来时间内保持
在终端集中。

Remark 9. 如后所示，s̄ 可用于收紧参考轨迹的约束，类似于在 TMPC 部分使用终端集缩放 α 来收紧
参考轨迹的约束。

类似于第 3.2 节，我们需要对终端成分进行假设，以满足以下终端成本性质：

Assumption 4 (Terminal ingredients). 存在一个终端控制律 κf(x, r) : X × Z̄ → Rnu
和终端成本

J f(z,xr) : X × X̄ → R ，使得以下性质对所有 z ∈ X 成立：

J f(z∗
T s+T |t,x

r
t+T s+T )− J f(z∗

T |t,x
r
t+T ) ≤ −

∫ T+T s

T

J s(z∗
τ |t,v

∗
τ |t, rt+τ )dτ, (53)

，采样时间为 T s > 0 ，最优解 (z∗
·|t,v

∗
·|t) 在 t 对所有 t ≥ 0 成立及其使用终端控制律 κf(x, r) 在

τ ∈ [0, T s] 的扩展版本 z∗
T+τ |t ，如在第 4.3.1 节中定义。

。除了对终端控制律 κf(x, r) 和终端成本 J f(z,xr) 的假设外，我们还希望设计终端集 X f(xr) ，以
使得在 X f(xr) 中分别满足缩紧的系统和避障约束 (41f) 和 (41g) ，并且使得终端控制律 κf(x, r) 确保
X f(xr) 的鲁棒性正不变性。X f(xr) 的紧版本的具体公式在第 ?? 节中作为证明的一部分呈现，因此不包
括在假设 ?? 中。

Figure 2: 可视化一维参考轨迹 xr
t+[0,4T s] 、之前的最优解 z∗

[0,T ]|t 、先前最优解的附加部分 z∗
[T,T+T s]|t 、

候选解 z̃[0,T ]|t+T s 、围绕 z∗
[0,T ]|t 的管道 V δ(x, z∗) ≤ s 、围绕 z̃[0,T ]|t+T s 的管道 V δ(x, z̃) ≤ s 以及与之

前的最优解和候选解对应的围绕参考轨迹的终端集 X f(xr) 。再次设置 T = 4T s 。与图 1 相比，w 影响
系统在区间 1⃝ 期间。结果，z̃0|t+T s ̸= z∗

T s|t 。请注意，这些管道和终端集被可视化为椭圆以便于清晰其
形状，而实际上在这种情况下应该被可视化为垂直线。

上述假设使我们能够证明递归可行性和轨迹跟踪。为了预先提供这些证明的直观理解，类似于第 3.2
节，图 2 展示了在时刻 t 的最优解以及相应的时刻 t+ T s 的候选解。注意，与 TMPC 情形相反，我们不
能简单地将先前最优解的尾部作为候选解并将其附加给预测区间 4⃝ ，因为系统在区间 1⃝ 中受到干扰 w
。相反，我们在 t+ T s 测量受扰状态，并利用控制律中设计合适的反馈项将候选解引导回先前的最优轨
迹。由于管道尺寸，或等价地说，(41f) 和 (41g) 中约束的收紧，随着时间范围的增加，候选解在区间 2⃝
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中的约束比先前最优解同一区间中的约束收紧得少。直观解释是，蓝色管道始终包含在橙色管道中。因
此，可以证明，在候选控制律中的反馈项作用下，区间 1⃝ 期间的干扰影响被充分收缩，以至于候选解也
满足在区间 2⃝ 中的收紧约束。同样，适当设计的终端集也是如此。此外，如果我们在区间 4⃝ 中附加终
端控制律 κf(x, r) ，其中名义项等于 ur ，反馈项将候选方案引导至 xr ，可以证明适当设计的终端集对
于该控制律是不变的。因此，该候选方案也满足 (41h) 。如果系统和障碍物约束在终端集中也得到满足，
那么 (41f) 和 (41g) 在区间 4⃝ 上的满足性可以从终端集的不变性中直接得到。因此，在 t 的可行解意味
着可以构建在 t+ T s 的可行解。因此，该方案是递归可行的。
轨迹跟踪证明包括展示候选方案的成本 (41a) 低于先前最优解的成本，以得出收敛到参考轨迹的结

论。在 TMPC 的情况下，我们可以证明候选成本 4⃝ 低于终端成本 3⃝ ，从而候选成本至少减少了成本
1⃝ ，因为成本 2⃝ 是相同的。然而，成本 2⃝ 是不相同的。实际上，成本 2⃝ 和成本 4⃝ 都会根据最坏情况
下的干扰在间隔 1⃝ 期间的影响而增加。因此，不能得出严格收敛到参考轨迹的结论。相反，我们可以证
明平均跟踪误差变小。
总之，证明 RMPC 公式化 (41) 确保在有干扰的情况下安全且高效地部署移动机器人，需要根据假设

?? ，使机器人系统能够递增稳定。这意味着可以构建一个反馈控制器，以保证闭环系统相对于参考轨迹
的跟踪误差可以被量化并有上限。此外，如果终端成分设计得当，满足假设 ?? ，并如第 4.3.1 节描述设
计的候选者，我们可以在第 ?? 节证明递归可行性，并在第 ?? 节证明轨迹跟踪，平均上误差变小。递增
稳定性和终端成分设计的详细信息在第 4.3.2 节中提供。

4.3.1 候选解决方案

类似于第 3.2.1 节，定义候选解的目标是为了展示在时间 t 成功解决 (41) 的情况下，在时间 t+ T s 存在
一个可行的但不一定是最优的 (41) 解。再者，这个候选解用于证明递归可行性和轨迹跟踪，并不一定在
实际中实现。
在稳健情况下，我们选择一个与标称情况类似的候选解。为方便起见，我们针对 τ ∈ [T, T + T s] 定义：

v∗
τ |t = κf(z∗

τ |t, rt+τ ), (54)

，其中 ż∗
τ |t 由 (1) 通过应用 (54) 给出。

给定这些定义，我们可以将时间 t+ T s 处预测区间 τ ∈ [0, T ] 的候选表达为

z̃0|t+T s = xt+T s , (55a)
s̃0 = 0, (55b)

ṽτ |t+T s = κ(z̃τ |t+T s , z∗
T s+τ |t,v

∗
T s+τ |t), (55c)

，分别按照 (41d) 和 (41e) 对应于 ˙̃zτ |t+T s 和 ˙̃sτ 。
注意，这个候选方案与在第 3.2.1 节中的不同。主要区别在于，由于 t+ T s 处的状态相对于 t 处的预

测 τ = T s 受到干扰，我们不能采取先前的最优状态-输入轨迹。因此，我们需要测量 t+ T s 处的状态，
并将其用作候选解的初始状态。因此，从不同状态沿着先前的最优输入轨迹 v∗

T s+τ |t, τ ∈ [0, T ] 会产生
不同的轨迹。因此，该解决方案不能直接使用。取而代之的是，我们添加了在假设 ?? 中描述的反馈律
κδ(xτ |t+T s , z∗

T s+τ |t), τ ∈ [0, T ] 。
递归可行性证明遵循与第 ?? 节中证明类似的论点，并增加了一些技术细节以考虑扰动。如前所述，

第一个不同点在于 (41b) 的满足。在第 ?? 节中，我们可以直接采用之前的最优解，而在本例中，由于扰
动效应 wτ ̸= 0, τ ∈ [t, t+ T s] ，状态在 t+ T s 时不等于在预测时间 T s 时的标称预测状态。因此，我们
通过测量候选者在 t+ T s 的扰动状态来满足这个约束，正如 (55a) 所给出的那样。
初始状态约束、初始管约束、系统动态约束和管动态约束都由 (55) 自然而然地满足。这让我们去展

示在区间 τ ∈ [0, T ] 内部，收紧后的系统约束 (41f) 、收紧后的障碍避免约束 (41g) 和终端集约束 (41h)
都是得到满足的。
类似于第 ?? 节中的过程，我们将区间分成两个子区间 τ ∈ [0, T − T s) 和 τ ∈ [T − T s, T ] ，以显示满

足 (41f) 和 (41g) 。

系统约束对 τ ∈ [0, T − T s)
的满足让我们从区间 τ ∈ [0, T − T s) 的证明开始。对于这个区间，如果候选 (55) 满足以下条件，则 (41f)
满足 τ ∈ [0, T − T s), j ∈ N[1,ns] ：

gs
j(z̃τ |t+T s , ṽτ |t+T s) + cs

jsτ ≤ 0. (56)

我们知道，对于 τ ∈ [0, T − T s), j ∈ N[1,ns] ，先前的最优解满足

gs
j(z

∗
T s+τ |t,v

∗
T s+τ |t) + cs

jsT s+τ ≤ 0. (57)

。因此，我们希望在 gs
j(z

∗
T s+τ |t,v

∗
T s+τ |t) 的作用下对 gs

j(z̃τ |t+T s , ṽτ |t+T s) 创建一个上界。这可以使用在
控制律 κ(z̃τ |t+T s , z∗

T s+τ |t,v
∗
T s+τ |t) 下的 Lipschitz 假设 (43b) 来实现。这给出了 j ∈ N[1,ns] 的以下上界：

gs
j(z̃τ |t+T s , ṽτ |t+T s) ≤ gs

j(z
∗
T s+τ |t,v

∗
T s+τ |t) + cs

j

√
V δ(z̃τ |t+T s , z∗

T s+τ |t). (58)
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。在 (56) 的左侧填入 (58) 得到对于 j ∈ N[1,ns] 的结果：

gs
j(z̃τ |t+T s , ṽτ |t+T s) + cs

jsτ ≤ gs
j(z

∗
T s+τ |t,v

∗
T s+τ |t) + cs

j

√
V δ(z̃τ |t+T s , z∗

T s+τ |t) + cs
jsτ . (59)

。因此，满足 j ∈ N[1,ns] 的 (56) 的充分条件如下：

gs
j(z

∗
T s+τ |t,v

∗
T s+τ |t) + cs

j

√
V δ(z̃τ |t+T s , z∗

T s+τ |t) + cs
jsτ ≤ 0. (60)

我们知道，通过在 t 处求解 (41) ，可以满足 (57) 。因此，要证明 (60) 成立，我们需要证明以下不等
式在 j ∈ N[1,ns] 处成立：

cs
j

√
V δ(z̃τ |t+T s , z∗

T s+τ |t) + cs
jsτ ≤ cs

jsT s+τ , (61)

将左侧和右侧除以 cs
j > 0, j ∈ N[1,ns] ，得到√

V δ(z̃τ |t+T s , z∗
T s+τ |t) + sτ ≤ sT s+τ . (62)

我们知道，根据 (49) ，V δ(x, z) 上界由管道尺寸 s 限定，并且 s 随时间的演变由 (51) 给出。因此，
在 T s 之后，管道的尺寸如下：

sT s =
(
1− eρT

s
) w̄

ρ
, (63)

，我们可以在时间 t+ T s 写出
√
V δ(z̃0|t+T s , z∗

T s|t) 的如下上界：√
V δ(z̃0|t+T s , z∗

T s|t) ≤ sT s . (64)

。通过将控制律 κ(z̃τ |t+T s , z∗
T s+τ |t,v

∗
T s+τ |t) 应用于系统，我们可以证明候选响应 z̃τ |t+T s 将以因子 ρ 随

着时间收缩到先前最优的标称预测 z∗
T s+τ |t ，根据 (46) 。这样，通过迭代地应用收缩性，我们可以为√

V δ(z̃τ |t+T s , z∗
T s+τ |t) 写出如下的上界：√

V δ(z̃τ |t+T s , z∗
T s+τ |t) ≤ e−ρτsT s . (65)

。在 (62) 中填入 (65) 得出以下充分条件：

e−ρτsT s + sτ ≤ sT s+τ , (66)

，或者，替代为，
sτ ≤ sT s+τ − e−ρτsT s . (67)

。
附录 ?? 显示 (67) 在 τ ≥ 0 中成立，其中包括 τ ∈ [0, T ] 。因此，系统约束对 τ ∈ [0, T − T s] 满足，

从而对 τ ∈ [0, T − T s) 也满足。注意，我们无法证明 τ ∈ [0, T ] 的满足性，因为这种推理依赖于 (57) 成
立的事实，而 (57) 仅在 t 对 τ ∈ [0, T ] 施加，因此在 t+ T s 对 τ ∈ [0, T − T s] 施加。

障碍物规避约束满足条件对于 τ ∈ [0, T − T s)
。在区间 τ ∈ [0, T − T s) ，我们知道如果对于 τ ∈ [0, T − T s), j ∈ N[1,no] 满足以下条件，则候选者 (55)
满足 (41g) ：

go
j (M z̃τ |t+T s) + cosτ ≤ 0. (68)

我们知道，对于 τ ∈ [0, T − T s), j ∈ N[1,no] ，之前的最优解满足

go
j (Mz∗

T s+τ |t) + cosT s+τ ≤ 0. (69)

。因此，类似于 τ ∈ [0, T − T s) 的系统约束证明，我们想要在 go
j (Mz∗

T s+τ |t) 的条件下为 go
j (M z̃τ |t+T s)

创建一个上界。Lipschitz 假设 (43c) 给出了以下对于 j ∈ N[1,no] 的上界：

go
j (M z̃τ |t+T s) ≤ go

j (Mz∗
T s+τ |t) + co

√
V δ(z̃τ |t+T s , z∗

T s+τ |t). (70)

通过遵循与系统约束相同的步骤，我们可以证明推导最终归结为证明 (67) 成立，这通过附录 ?? 中的
证明和第 ?? 节中的假设 2 的结合而成立。因此，对于 τ ∈ [0, T − T s) ，障碍避免约束也得以满足。
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终端集合约束满足条件对于 τ ∈ [T − T s, T ]
接下来，我们证明如果在时间 t 处满足 (41h) ，则候选 (55) 在预测区间 τ ∈ [T − T s, T ] 的时间 t+ T s 内
满足 (41h) 。在证明之前，我们需要知道一个适合的终端集合表达式。在 TMPC 情况下，X f(xr) 被选
择为 J f(z,xr) 的一个子集。如果在强健情况下使用这个集合，这意味着候选 (55) 应该在 t+ T s 处满足
τ ∈ [T − T s, T ] 的约束。如前所述，TMPC 情况下的最小终端集合比例 α 可以选择为 0 。然而，即便之
前的最优解 z∗

[0,T ]|t 正好与参考 xr
t+[0,T ] 重叠，由于区间 [t, t+ T s] 内的扰动影响导致候选 (55) 的终端集

合约束 (41h) 不可行，因为我们只有一个有限的预测范围和由 (65) 给出的扰动影响的指数收缩。换句话
说，候选 z̃[T−T s,T ]|t+T s 偏离了之前的最优解 z∗

[T,T+T s]|t 。因此，我们需要另一个考虑到 [t, t+ T s] 内扰
动影响的最小终端集合表达式。
除了上述的干扰影响，我们还需考虑这样一个事实：在一个受到干扰的系统中，即使这样的系统通过

闭环终端控制律 κf(x, r) 具有指数级的干扰拒绝特性，之前的最优解也可能不会与参考 τ ∈ [T, T + T s]
重叠，即 z∗

[T,T+T s]|t ̸= xr
t+[T,T+T s] 。

总之，为了证明候选 (55) 满足时间 t+ T s 下 τ ∈ [T − T s, T ] 的终端集合约束 (41h) ，我们需要一个
终端集合来同时考虑以前的最优解 z∗

[T,T+T s]|t 和参考 xr
t+[T,T+T s] 之间的误差，以及候选 z̃[T−T s,T ]|t+T s

和以前的最优解 z∗
[T,T+T s]|t 之间的误差。

根据 (46) ，z∗
[T,T+T s]|t 和 xr

t+[T,T+T s] 之间的误差以 ρ 的速率收缩。对于 τ ∈ [0, T s] ，它由√
V δ(z∗

T+τ |t,x
r
t+T+τ ) ≤ e−ρτ

√
V δ(z∗

T |t,x
r
T |t). (71)

给出。
z̃[T−T s,T ]|t+T s 与 z∗

[T,T+T s]|t 之间的误差是由于在 [t, t+ T s] 期间描述的扰动影响所致，并且根据以下
对于 τ ∈ [0, T s] 的表达式以速度 ρ 收缩：√

V δ(z̃T−T s+τ |t+T s , z∗
T+τ |t)

(65)
≤ e−ρ(T−T s+τ)sT s . (72)

我们可以使用假设 ?? 中的 (44) 来构造候选者总跟踪误差的上界。对于 τ ∈ [0, T s] ，这导致√
V δ(z̃T−T s+τ |t+T s ,xr

t+T+τ ) ≤
√

V δ(z∗
T+τ |t,x

r
t+T+τ ) +

√
V δ(z̃T−T s+τ |t+T s , z∗

T+τ |t). (73)

。因此，我们可以将 τ ∈ [0, T s] 的总终端跟踪误差的上界写为√
V δ(z̃T−T s+τ |t+T s ,xr

t+T+τ ) ≤ e−ρτ
√

V δ(z∗
T |t,x

r
t+T ) + e−ρ(T−T s+τ)sT s . (74)

。为了证明该候选者在给定此不等式的情况下满足终端集约束，我们利用 [41] 中提出的终端集表达式：

X f(xr) :=

{
z ∈ X , sT ∈ R

∣∣∣∣ √V δ(z,xr) + sT ≤ α

}
, (75)

，其中 sT 根据 (51) 在 T 处评估的管道大小，α 表示终端集缩放，类似于 (13) 中 α 的定义。注意终端
集以非平方形式表示，因此我们使用符号 α 而不是 α2 。
将此终端集扩展到预测区间 τ ∈ [0, T s] 得到

X f(xr
t+T+τ ) :=

{
zT+τ |t ∈ X , sT+τ ∈ R

∣∣∣ √V δ(zT+τ |t,x
r
t+T+τ ) + sT+τ ≤ α

}
. (76)

我们知道对 (z∗
T |t, sT ) 满足终端集约束 (75) 。因此，得出√

V δ(z∗
T |t,x

r
t+T ) ≤ α− sT , (77)

，从而导致 (74) 关于 τ ∈ [0, T s] 的以下表达式：√
V δ(z̃T−T s+τ |t+T s ,xr

t+T+τ ) ≤ e−ρτ (α− sT ) + e−ρ(T−T s+τ)sT s . (78)

我们可以使用这个表达式来推导终端集缩放 α 的最小值，使得 z̃T−T s+τ |t+T s 满足对于 τ ∈ [0, T s] 的
终端集约束，即， √

V δ(z̃T−T s+τ |t+T s ,xr
t+T+τ ) ≤ α− sT−T s+τ . (79)

当上面描述的两个误差的合，即 (78) 的右边，被终端集中允许的最大误差上界，即 (79) 的右边所约束
时，这个不等式被满足：

e−ρτ (α− sT ) + e−ρ(T−T s+τ)sT s ≤ α− sT−T s+τ , (80)
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根据附录 ?? ，对于 τ = 0 这是显然成立的。对 τ ∈ (0, T s] 进行此不等式的运算，得到对 α 的以下下界：

e−ρτ (α− sT ) + e−ρ(T−T s+τ)sT s
(a)
≤α− sT−T s+τ (81a)(

1− e−ρτ
)
α+ e−ρτsT − sT−T s+τ

(b)
≥ e−ρ(T−T s+τ)sT s (81b)(

1− e−ρτ
)
α+ e−ρτ

(
1− e−ρT

) w̄
ρ
−
(
1− e−ρ(T−T s+τ)

) w̄

ρ

(c)
≥ e−ρ(T−T s+τ)

(
1− e−ρT s

) w̄

ρ
(81c)

(
1− e−ρτ

)
α+

(
e−ρτ − e−ρ(T+τ) − 1 + e−ρ(T−T s+τ)

) w̄

ρ

(d)
≥

(
e−ρ(T−T s+τ) − e−ρ(T+τ)

) w̄

ρ
(81d)

(
1− e−ρτ

)
α+

(
e−ρτ − 1

) w̄
ρ

(e)
≥ 0 (81e)

(
1− e−ρτ

)
α−

(
1− e−ρτ

) w̄
ρ

(f)
≥ 0 (81f)

(
1− e−ρτ

)
α

(g)
≥

(
1− e−ρτ

) w̄
ρ

(81g)

α
(h)
≥ w̄

ρ
, (81h)

在这其中，（a）通过设定 (78) 的上界小于等于 (79) 得到，（b）通过重新排列项并结合 α 乘法因子得
到，（c）通过根据 (51) 写出管道动力得到，（d）通过结合 w̄

ρ 乘法因子得到，（e）通过在两边抵消共同项
得到，而（f）-(h) 通过显然运算此不等式得到。
换句话说，α 应该至少与在 (52) 中给出的最大管道大小一样大。这是有道理的，因为这意味着终端

控制律 κf(x, r) 可以使系统保持在参考轨迹周围的那个管道内，保证应用这个解决方案在任何时候都能
使系统安全。注意，α 也可以被选择得比 w̄

ρ 大，类似于 ?? 中的讨论。这将导致一个更大的终端集，这
将使 (41) 更容易解决，但也会增加规划参考轨迹时的保守性。

Remark 10. 另一种证明方法是通过首先证明候选 z̃T−T s|t+T s 和相应的管 sT−T s 满足终端集约束 (75)
，然后利用终端集对 α ≥ w̄

ρ 是不变的这一事实，在 t+ T s 处显示 τ ∈ [T − T s, T ] 满足终端集约束，如
在附录 ?? 中所示。

系统约束满足对于 τ ∈ [T − T s, T ]
。如前所述，鉴于管道不等式 (67) 被证明对 τ ∈ [0, T ] 成立，我们需要确保候选系统约束 (56) 对于
τ ∈ [T − T s, T ] 的满足，仅需表明之前最优解 (57) 的系统约束在 t+ T s 处对 τ ∈ [T − T s, T ] 已满足，或
者等价地，考虑终端集 (75) 是保持不变的，对 t 处的 τ ∈ [T, T + T s] 已满足。
附录 ?? 证明了在 (81) 中给出的相同条件 α ≥ w̄

ρ 下，终端集合 (75) 对于 (z∗
[T,T+τ ]|t, sT+τ ), τ ≥ 0 是

不变的。鉴于之前 (67) 的证明，候选系统约束 (56) 在以下假设下对于 τ ∈ [T − T s, T ] 是满足的：

Assumption 5 (System constraints tightening for reference trajectory). 参考轨迹满足收紧的系统约束，
即 (6) 成立，其中给定了 gr,s

j (x,u) ，

gr,s
j (x,u) = gs

j(x,u) + cs
jα, j ∈ N[1,ns], (82)

其中 cs
j 在 (43b) 中为 j ∈ N[1,ns] 和 α ≥ w̄

ρ 定义。

这个假设与第 ?? 节中 (32) 的设计相似，但需要一个下限 α ≥ w̄
ρ 来考虑扰动的影响。

障碍物规避约束满足性对于 τ ∈ [T − T s, T ]
对于 τ ∈ [T − T s, T ] ，证明候选障碍物规避约束 (68) 被满足，遵循与在 Assumption 2 与上述类似假设
的组合下对 τ ∈ [T − T s, T ] 系统约束进行证明时相同的论点：

Assumption 6 (Obstacle avoidance constraints tightening for reference trajectory). 参考轨迹满足趋紧
的障碍规避约束，即满足 (8) ，给定 gr,o

j (p) 由

gr,o
j (p) = go

j (p) + coα, j ∈ N[1,no], (83)

，其中 co 定义于 (43c) 和 α ≥ w̄
ρ 。

这个假设类似于第 ?? 节中 (34) 的设计，但要求的下限 α ≥ w̄
ρ 用于解释干扰的影响。
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这部分的轨迹跟踪证明遵循与第 3.2.2 节中所呈现的类似论证。为了方便起见，我们定义

J s
τ |t := J s(z∗

τ |t,v
∗
τ |t, rt+τ ), (84)

J f
T |t := J f(z∗

T |t,x
r
t+T ), (85)

J ∗
t := J ∗

t (xt, rt), (86)
J s
τ |t+T s := J s(z̃τ |t+T s , ṽτ |t+T s , rt+T s+τ ), (87)

J f
T |t+T s := J f(z̃T |t+T s ,xr

t+T s+T ), (88)
J ∗
t+T s := J ∗

t+T s(xt+T s , rt+T s), (89)

，并从 (21) 在第 3.2.2 节中的相同证明开始：
到目前为止，TMPC 和 RMPC 的证明是相同的。然而，要注意的是，在相同的时间点，阶段成本

是不相等的，即 J s(z̃τ |t+T s , ṽτ |t+T s , rt+T s+τ ) ̸= J s(z∗
T s+τ |t,v

∗
T s+τ |t, rt+T s+τ ), τ ∈ [0, T ] ，因为候选项

z̃τ |t+T s 偏离了先前的最优解 z∗
T s+τ |t 。因此，(21) 中的 (c) 不成立。具体来说，对于 τ ∈ [0, T ] ，候选阶

段成本 J s(z̃τ |t+T s , ṽτ |t+T s , rt+T s+τ ) 定义为

J s(z̃τ |t+T s , ṽτ |t+T s , rt+T s+τ ) = ∥z̃τ |t+T s − xr
t+T s+τ∥2Q + ∥ṽτ |t+T s − ur

t+T s+τ∥2R, (90)

，而先前的最优阶段成本 J s(z∗
T s+τ |t,v

∗
T s+τ |t, rt+T s+τ ) 定义为

J s(z∗
T s+τ |t,v

∗
T s+τ |t, rt+T s+τ ) = ∥z∗

T s+τ |t − xr
t+T s+τ∥2Q + ∥v∗

T s+τ |t − ur
t+T s+τ∥2R. (91)

写出二者之差为

J s(z̃τ |t+T s , ṽτ |t+T s , rt+T s+τ )− J s(z∗
T s+τ |t,v

∗
T s+τ |t, rt+T s+τ )

= ∥z̃τ |t+T s − xr
t+T s+τ∥2Q + ∥ṽτ |t+T s − ur

t+T s+τ∥2R − ∥z∗
T s+τ |t − xr

t+T s+τ∥2Q + ∥v∗
T s+τ |t − ur

t+T s+τ∥2R
= ∥z̃τ |t+T s − xr

t+T s+τ∥2Q − ∥z∗
T s+τ |t − xr

t+T s+τ∥2Q + ∥ṽτ |t+T s − ur
t+T s+τ∥2R − ∥v∗

T s+τ |t − ur
t+T s+τ∥2R.

(92)

。注意，这个表达式在紧集 Z × Z̄ 上是连续可微的。因此，它在该集合上是利普希茨连续的，并且对
τ ∈ [0, T ] ，有以下不等式成立：

∥z̃τ |t+T s − xr
t+T s+τ∥2Q − ∥z∗

T s+τ |t − xr
t+T s+τ∥2Q + ∥ṽτ |t+T s − ur

t+T s+τ∥2R − ∥v∗
T s+τ |t − ur

t+T s+τ∥2R
≤ LJ s,x∥z̃τ |t+T s − z∗

T s+τ |t∥+ LJ s,u∥ṽτ |t+T s − v∗
T s+τ |t∥. (93)

该结果表明我们可以找到阶段成本差异的上界。
理想情况下，我们希望找到这个上界的最小可能值。我们可以在假设 ?? 中将 (43a) 重写为

∥x− z∥ ≤ 1√
cδ,l

√
V δ(x, z). (94)

。将此上界插入到 (93) 中就给出了 τ ∈ [0, T ] ：

LJ s,x∥z̃τ |t+T s − z∗
T s+τ |t∥ ≤ LJ s,x

√
cδ,l

√
V δ(z̃τ |t+T s , z∗

T s+τ |t). (95)

。换句话说，候选状态和以前的最优状态之间的差异由另外的利普希茨常数 LJ s,x
√
cδ,l
乘以在对应点处评估

的增量李雅普诺夫函数的值所上界。
为了完善 LJ s,u∥ṽτ |t+T s − v∗

T s+τ |t∥ 的表达式，我们注意到 (43b) 表明当输入被限制在由 (2) 定义的
一个盒子内时，控制律 κ(x, z,v) 是 Lipschitz 连续的。因此，对于 τ ∈ [0, T ] ，可以得到以下结果：

∥ṽτ |t+T s − v∗
T s+τ |t∥

(a)
= ∥κ(z̃τ |t+T s , z∗

T s+τ |t,v
∗
T s+τ |t)− v∗

T s+τ |t∥
(b)
=∥v∗

T s+τ |t + κδ(z̃τ |t+T s , z∗
T s+τ |t)− v∗

T s+τ |t∥
(c)
≤ κ̄δ

√
V δ(z̃τ |t+T s , z∗

T s+τ |t), (96)

，其中 (a) 是通过填入 (55c) 获得的，(b) 是通过填入控制律定义 (42) 获得的，(c) 是基于反馈律在
κδ(z̃τ |t+T s , z∗

T s+τ |t) 中的 Lipschitz 界限，并具有常数 κ̄δ 。
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结合 (92) 和 (93) ，并填入上界 (95) 和 (96) ，给出了 τ ∈ [0, T ] 的以下阶段成本上界：

J s(z̃τ |t+T s , ṽτ |t+T s , rt+T s+τ )− J s(z∗
T s+τ |t,v

∗
T s+τ |t, rt+T s+τ )

≤
(
LJ s,x
√
cδ,l

+ LJ s,uκ̄δ

)√
V δ(z̃τ |t+T s , z∗

T s+τ |t)

=: LJ s,xu
√
V δ(z̃τ |t+T s , z∗

T s+τ |t). (97)

利用 (65) 中
√
V δ(z̃τ |t+T s , z∗

T s+τ |t) 的上界，我们可以定义对 τ ∈ [0, T ] 阶段成本的以下上界：

J s(z̃τ |t+T s , ṽτ |t+T s , rt+T s+τ )− J s(z∗
T s+τ |t,v

∗
T s+τ |t, rt+T s+τ )

≤ LJ s,xue−ρτ
(
1− eρT

s
) w̄

ρ
=: αs

τ (ρ, w̄, T
s), (98)

或者，替代地，

J s(z̃τ |t+T s , ṽτ |t+T s , rt+T s+τ ) ≤ J s(z∗
T s+τ |t,v

∗
T s+τ |t, rt+T s+τ ) + αs

τ (ρ, w̄, T
s). (99)

。换句话说，这意味着候选阶段成本与预测时刻 τ ∈ [0, T ] 之前的最优阶段成本相差最多为 αs
τ (ρ, w̄, T

s) 。
与阶段成本相比，候选方案和扩展的先前最优方案 (55)的终端成本不相等，即 J f(z̃T |t+T s ,xr

t+T s+T ) ̸=
J f(z∗

T s+T |t,x
r
t+T s+T ) 。由于终端成本在紧致集 X × X̄ 上也是连续可微的，因此它是利普希茨连续的。

因此，我们可以写出与阶段成本差异类似的不等式 (93) ：

J f(z̃T |t+T s ,xr
t+T s+T )− J f(z∗

T s+T |t,x
r
t+T s+T )

= ∥z̃T |t+T s − xr
t+T s+T ∥2P − ∥z∗

T s+T |t − xr
t+T s+T ∥2P

≤ LJ f,x∥z̃T |t+T s − z∗
T s+T |t∥. (100)

遵循上述相同步骤，我们可以写出终端成本差异的上界为

J f(z̃T |t+T s ,xr
t+T s+T )− J f(z∗

T s+T |t,x
r
t+T s+T )

≤ LJ f
e−ρT

(
1− eρT

s
) w̄

ρ
=: αf(ρ, w̄, T s). (101)

我们现在可以在 (??) 中进一步推导出轨迹跟踪证明，将 (21) 中的 (c) 的等式替换为 (99) 中的不等
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式：

J ∗
t+T s

(a)
≤

∫ T−T s

0

J s
τ |t+T sdτ +

∫ T

T−T s
J s
τ |t+T sdτ + J f

T |t+T s (102a)

(b)
≤

∫ T

T s
J s
τ |tdτ +

∫ T

T s
αs
τ (ρ, w̄, T

s)dτ

+

∫ T+T s

T

J s
τ |tdτ +

∫ T+T s

T

αs
τ (ρ, w̄, T

s)dτ + J f
T |t+T s (102b)

(c)
=

∫ T

0

J s
τ |tdτ −

∫ T s

0

J s
τ |tdτ +

∫ T

T s
αs
τ (ρ, w̄, T

s)dτ

+

∫ T+T s

T

J s
τ |tdτ +

∫ T+T s

T

αs
τ (ρ, w̄, T

s)dτ + J f
T |t+T s (102c)

(d)
=J ∗

t − J f
T |t −

∫ T s

0

J s
τ |tdτ +

∫ T

T s
αs
τ (ρ, w̄, T

s)dτ

+

∫ T+T s

T

J s
τ |tdτ +

∫ T+T s

T

αs
τ (ρ, w̄, T

s)dτ + J f
T |t+T s (102d)

(e)
=J ∗

t −
∫ T s

0

J s
τ |tdτ +

∫ T

T s
αs
τ (ρ, w̄, T

s)dτ

+ J f
T |t+T s − J f

T |t +

∫ T+T s

T

J s
τ |tdτ +

∫ T+T s

T

αs
τ (ρ, w̄, T

s)dτ (102e)

(f)
≤ J ∗

t −
∫ T s

0

J s
τ |tdτ +

∫ T

T s
αs
τ (ρ, w̄, T

s)dτ

+ J f
T s+T |t + αf(ρ, w̄, T s)− J f

T |t +

∫ T+T s

T

J s
τ |tdτ +

∫ T+T s

T

αs
τ (ρ, w̄, T

s)dτ (102f)

(g)
≤J ∗

t −
∫ T s

0

J s
τ |tdτ +

∫ T

T s
αs
τ (ρ, w̄, T

s)dτ +

∫ T+T s

T

αs
τ (ρ, w̄, T

s)dτ + αf(ρ, w̄, T s), (102g)

，其中 (a) 通过 (??) 获得，(b) 通过在
∫ T−T s

0
J s
τ |t+T sdτ 和

∫ T

T−T s J s
τ |t+T sdτ 中填充 (99) 得到，(c)、(d)

和 (e)通过遵循 (21)中的 (d)、(e)和 (f)的相同步骤得到，(f)通过 (101)获得，(g)通过 Assumption ??
中的 (53) 得到。利用 Assumption ?? 中的 (53) 可以得到

J ∗
t+T s − J ∗

t ≤ −
∫ T s

0

J s
τ |tdτ +

∫ T

T s
αs
τ (ρ, w̄, T

s)dτ +

∫ T+T s

T

αs
τ (ρ, w̄, T

s)dτ + αf(ρ, w̄, T s). (103)

因此，我们可以为 J ∗
t 获得与第 3.2.2 节中相同的下降界，直至

ᾱs,f(ρ, w̄, T s) :=

∫ T

T s
αs
τ (ρ, w̄, T

s)dτ +

∫ T+T s

T

αs
τ (ρ, w̄, T

s)dτ + αf(ρ, w̄, T s). (104)

类似于第 3.2.2 节，我们首先通过注意到最优代价 (103) 的下降特性推导出收敛性，此下降特性意味
着 cJ ,d > 0 为常数的

J ∗
t+T s − J ∗

t ≤ −cJ ,d
∫ t+T s

t

∥z∗
τ−t|t − xr

τ∥2Qdτ + ᾱs,f(ρ, w̄, T s), (105)

。重新排列这些项得到

cJ ,d
∫ t+T s

t

∥z∗
τ−t|t − xr

τ∥2Qdτ ≤ J ∗
t − J ∗

t+T s + ᾱs,f(ρ, w̄, T s). (106)

表达式。我们感兴趣的是实际跟踪误差 ∥xτ − xr
τ∥2Q ，它的上界为

∥xτ − xr
τ∥2Q

(a)
≤ ct∥xτ − z∗

τ−t|t∥+ ∥z∗
τ−t|t − xr

τ∥2Q (107a)
(b)
≤ ct,1sτ + ∥z∗

τ−t|t − xr
τ∥2Q (107b)
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，其中（a）通过常数为 ct 的 Lipschitz 界得到，（b）则通过结合 (43a) 、(49) 和 (51) 在范数上的另一个
常数为 ct,1 的 Lipschitz 界得到。因此，我们可以为 ∥xτ − xr

τ∥2Q 写出类似于 (106) 的上界：

cJ ,d
∫ t+T s

t

∥xτ − xr
τ∥2Qdτ ≤ cJ ,d

∫ t+T s

t

∥z∗
τ−t|t − xr

τ∥2Q + ct,1sτdτ (108a)

(a)
= cJ ,d

∫ t+T s

t

∥z∗
τ−t|t − xr

τ∥2Qdτ + cJ ,d
∫ t+T s

t

ct,1sτdτ (108b)

(b)
≤ J ∗

t − J ∗
t+T s + ᾱs,f,1(ρ, w̄, T s), (108c)

其中 ᾱs,f,1(ρ, w̄, T s) := ᾱs,f(ρ, w̄, T s) + cJ ,dct,1
(
T s − 1

ρ

(
1− e−ρT s)) w̄

ρ ，并且（a）是通过写出积分表达
式得到的，（b）是通过 (106) 得到的。从 0 到 t = 2T s 迭代此不等式得到

cJ ,d
∫ 2T s

0

∥xτ − xr
τ∥2Qdτ ≤J ∗

0 − J ∗
T s + ᾱs,f,1(ρ, w̄, T s) + J ∗

T s − J ∗
2T s + ᾱs,f,1(ρ, w̄, T s) (109a)

≤J ∗
0 − J ∗

2T s + 2ᾱs,f,1(ρ, w̄, T s) (109b)

=J ∗
0 − J ∗

2T s +
t

T s ᾱ
s,f,1(ρ, w̄, T s), (109c)

。与第 3.2.2 节中的 (24) 相对比，为 t → ∞ 迭代此不等式在最坏情况干扰影响下不一定有界。因此，我
们可以得出结论，通过用 t 将其除以并利用 J ∗

t 统一有界的事实，此不等式的平均值会变小：

lim
t→∞

∫ t

0
∥xτ − xr

τ∥2Qdτ
t

≤
J ∗
0 − lim

t→∞
J ∗
t

cJ ,dt
+

1

cJ ,dT s ᾱ
s,f,1(ρ, w̄, T s). (110)

因此，通过在
∫ t
0
∥xτ−xr

τ∥
2
Qdτ

t 上应用 Barbalat 引理 [29] ，我们得出结论，平均而言，跟踪误差 ∥xt −xr
t∥

随时间逐渐变小，与 ᾱs,f,1(ρ, w̄, T s) 成比例。注意，在存在不可预测和有界干扰的情况下，此结论是合理
的。

4.3.2 设计以满足假设

本节将详细介绍

• 需要满足假设 2 的避障约束；

• 增量 Lyapunov 函数 V δ(x, z) 以及对应的 Lipschitz 常数 cs
j , j ∈ N[1,ns] 和 co ，需要满足假设 ?? ；

• 终端成分，需要满足假设 ?? ；

• 需要满足假设 5 和 6 的参考轨迹。

的设计：
障碍物规避约束设计
为了证明递归可行性，我们需要障碍规避约束满足假设 2 。我们可以通过遵循与第 ?? 节中相同的设计
来实现这一点。

增量稳定性设计
增量稳定性设计遵循与第 ?? 节中终端成分设计相似的程序。其目标是计算合适的增量李雅普诺夫
（Lyapunov）函数 V δ(x, z) ，该函数由 (41e) 中给定的管道大小 s 限定，并找到相应的控制律 κ(x, z,v)
，使其满足 (43a) - (44) 的属性。

Remark 11. 与第 ?? 节中的设计最重要的区别在于，V δ(x, z) 应满足收缩性质 (43d) ，该性质用于证
明在存在扰动的情况下的轨迹跟踪和递归可行性。此外，控制律 κ(x, z,v) 在证明中使用，并根据 (42)
实施闭环执行。

我们可以如下写出
√
V δ(x, z) 的动态：

d

dt

√
V δ(x, z) =

d

dt

(
V δ(x, z)

) 1
2 =

1

2
V δ(x, z)

− 1
2
d

dt
V δ(x, z). (111)

由于找到 d
dtV

δ(x, z) 的表达式比找到 d
dt

√
V δ(x, z) 的表达式更容易，我们将 (111) 改写为

d

dt
V δ(x, z) = 2

√
V δ(x, z)

d

dt

√
V δ(x, z). (112)

20

www.xueshuxiangzi.com



填入所需的管动态 (41e) 给出了 d
dtV

δ(x, z) 的以下上限：

d

dt
V δ(x, z) ≤ 2

√
V δ(x, z)

(
−ρ

√
V δ(x, z) + w̄

)
= −2ρV δ(x, z) + 2

√
V δ(x, z)w̄. (113)

因此，目标是找到一个合适的增量 Lyapunov 函数，其上限可以表示为 (113) 的形式。
使用控制收缩度量 (CCMs) [45] ，我们可以定义增量 Lyapunov 函数 V δ(x, z) 为

V δ(x, z) := min
cx(s)∈C(x,z)

∫ 1

0

∂cx(s)

∂s

⊤
P δ(cx(s))

∂cx(s)

∂s
ds, (114)

，其中度量是 P δ(cx(s)) ，并且 cx(s) 是曲线集中的一条曲线

C(x, z) :=
{
cx(s) : [0, 1] → Rnx

∣∣∣ cx(0) = z, cx(1) = x
}
. (115)

，γx(s) ∈ C(x, z) 表示测地线：最小化 V δ(x, z) 的曲线。
我们知道，标称状态和扰动状态的演化分别由 (1) 和 (38) 描述。因此，我们知道测地线 γx(s) 的端

点 γx(0) 和 γx(1) 随时间的演化。一个随时间演化的 γx(s), s ∈ [0, 1] 的合逻辑候选是匹配 ż 和 ẋ 分别
对于 s = 0 和 s = 1 ，因而由

γ̇x(s) := f(γx(s),γu(s)) + E(wb + sw0), (116)

给出，并采用通过在测地线上积分反馈律所获得的控制律 γu(s) ：

γu(s) := v +

∫ s

0

Kδ(γx(s̃))
∂γx(s̃)

∂s̃
ds̃. (117)

。同样，对于随时间演化的测地路径导数的候选由

d

dt

∂γx(s)

∂s
:= Acl(γx(s),γu(s))

∂γx(s)

∂s
+ Ew0, (118)

给出，其闭环动态为

Acl(γx(s),γu(s)) := A(γx(s),γu(s)) +B(γx(s),γu(s))Kδ(γx(s)), (119)

，并具有雅可比矩阵

A(γx(s),γu(s)) :=
∂fw(x,u,w)

∂x
|(γx(s),γu(s)) , B(γx(s),γu(s)) :=

∂fw(x,u,w)

∂u
|(γx(s),γu(s)) , (120)

，因为在局部，非线性动态由其雅可比矩阵给出。
分别使用定义 (116) 和 (118) 来表示 γ̇x(s) 和 d

dt
∂γx(s)

∂s ，并暂时使用以下简记法：

γx := γx(s), (121a)
γu := γu(s), (121b)
Acl := Acl(γx,γu), (121c)
A := A(γx,γu), (121d)
B := B(γx,γu), (121e)

γx
s :=

∂γx(s)

∂s
, (121f)

γ̇x
s :=

d

dt

∂γx(s)

∂s
, (121g)

P δ := P δ(γx), (121h)
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。我们可以写出 d
dtV

δ(x, z) 上限的时间演化形式 (113) ，使用候选者 γx
s 和 γ̇x

s ：

d

dt
V δ(x, z) ≤

∫ 1

0

γ̇x⊤

s P δγx
s + γx⊤

s Ṗ δγx
s + γx⊤

s P δγ̇x
s ds (122a)

=

∫ 1

0

γx⊤

s

(
Acl⊤P δ + Ṗ δ + P δAcl

)
γx
s +

(
Ew0

)⊤
P δγx

s + γx⊤

s P δEw0ds (122b)

=

∫ 1

0

γx⊤

s

(
Acl⊤P δ + Ṗ δ + P δgAcl

)
γx
s + 2γx⊤

s P δEw0ds (122c)

=

∫ 1

0

γx⊤

s

(
Acl⊤P δ + Ṗ δ + P δAcl

)
γx
s ds+ 2

∫ 1

0

γx⊤

s P δEw0ds (122d)

=

∫ 1

0

γx⊤

s

(
Acl⊤P δ + Ṗ δ + P δAcl

)
γx
s ds+ 2

∫ 1

0

γx⊤

s P δ
1
2P δ

1
2Ew0ds (122e)

(a)
≤ −2ρ

∫ 1

0

γx⊤

s P δγx
s ds+ 2

∫ 1

0

∥∥∥γx⊤

s P δ
1
2

∥∥∥ ∥∥∥P δ
1
2Ew0

∥∥∥ ds (122f)

(b)
= −2ρV δ(x, z) + 2

∫ 1

0

∥∥∥γx⊤

s

∥∥∥
P δ

∥∥Ew0
∥∥
P δ ds (122g)

(c)
≤ −2ρV δ(x, z) + 2

√
V δ(x, z)w̄, (122h)

用于 w0 ∈ W ，其中（a）是通过以下约缩 LMI [45] 的组合获得的：

Ṗ δ(γx) + P δ(γx)
(
A(γx,γu) +B(γx,γu)Kδ(γx)

)
+(

A(γx,γu) +B(γx,γu)Kδ(γx)
)⊤

P δ(γx) + 2ρP δ(γx) ⪯ 0,
(123)

，其中包含 Ṗ δ(γx) := ∂P δ(γx)
∂γx γ̇x 和约缩率 ρ > 0 ，这基于 [46] 中所述的非线性系统约缩分析和柯西-施

瓦茨不等式，（b）通过 (114) 中 V δ(x, z) 的定义，（c）通过以下 w̄ 的定义：

w̄ := max
w0∈W

γx∈C(x,z)

∥∥Ew0
∥∥
P̄ δ(γx)

, (124)

，其中包含
P̄ δ(γx) := λmax

(
P δ(γx)

)
In

x
, (125)

，其中 λmax(P
δ(γx)) 表示矩阵 P δ(γx) 的最大特征值。

Remark 12. 由于我们使用简写符号 (121a) 和 (121b) ，我们可以对测地线上无穷多个点 s ∈ [0, 1] 评估
LMI (123) 。因此，(123) 也可以看作是一组 LMI。由于约束的收缩方式是 (γx,γu) ∈ Z, s ∈ [0, 1] [19,
Prop. 5] ，因此只需像第 ?? 节中描述的那样划分 Z 即可。

Remark 13. 与 [45] 相比，(123) 使用了简写符号 (121) ，因为我们不考虑时间变动的系统，所以它不
包含时间依赖性。

注意，(124) 确认了对于紧扰动集 (39) ，性质 ?? 成立。
还要注意，(123) 包含了 P δ(γx) 和 Kδ(γx) 的乘积。因此，在一个 SDP 的背景下，这是一个关于

P δ(γx) 和 Kδ(γx) 都是决策变量的双线性 LMI。在通过坐标变换 Xδ(γx) = P δ(γx)
−1 和 Y δ(γx) =

Kδ(γx)P δ(γx)
−1 后，(123) 转化为以下的凸收缩 LMI [45] ：

− Ẋδ(γx) +A(γx,γu)Xδ(γx) +B(γx,γu)Y δ(γx)+(
A(γx,γu)Xδ(γx) +B(γx,γu)Y δ(γx)

)⊤
+ 2ρXδ(γx) ⪯ 0.

(126)

因此，任何 P δ(γx) 的组合以及通过在测地线上积分得到的对应控制律 κ(x, z,v) ，即

κ(x, z,v) = γu(1), (127)

其中 γu(s) 在 (117) 中给出，满足 LMI (126) 确保闭环轨迹 x 将以速率 ρ 指数性收缩至 z 。有关此结
果的更详细说明，请参见 [19] 以及其中的参考文献 [18, 39,45–47] 。
通常，γx(s) 是一条非线性曲线，因此在求解器中将 (114) 作为终端集 (75) 的一部分来评估是计算密

集型的。为了减少求解时间，我们选择一个状态无关的增量李雅普诺夫函数，即 P δ 而不是 P δ(γx) ，使
得测地线成为连接 z 和 x 的一条直线。在这种情况下，测地线在数学上由

γx(s) = z + s(x− z) (128)
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和
∂γx(s)

∂s
= x− z. (129)

描述。因此，收缩 LMI (126) 变为

A(γx,γu)Xδ(γx) +B(γx,γu)Y δ(γx) +
(
A(γx,γu)Xδ(γx) +B(γx,γu)Y δ(γx)

)⊤
+ 2ρXδ ⪯ 0, (130)

，其中相较于 (126) ，由于时间导数由 Ẋδ(γx) = ∂Ẋδ(γx)
∂γx γ̇x 给出，项 −Ẋδ(γx) 消失。此外，增量李雅

普诺夫函数 (114) 简化为以下二次表达式：

V δ(x, z) = (x− z)TP δ(x− z), (131)

或等价地， √
V δ(x, z) = ∥x− z∥P δ , (132)

，控制律由

κ(x, z,v) = γu(1) = v +

∫ 1

0

Kδ(γx(s))(x− z)ds. (133)

给出。请注意，这意味着使用 cδ,l = λmin(P
δ) 和 cδ,u = λmax(P

δ) 时，(43a) 可以简单地满足，其中
λmin(P

δ) 和 λmax(P
δ) 分别表示 P δ 的最小和最大特征值，并且 (44) 也能满足。相应地，我们可以在

(48) 中将常数 w̄ 设为
w̄ := max

w0∈vert(W)
∥Ew0∥P δ , (134)

，因为 W 是一个凸多面体集合。选择一个状态无关的 P δ 增加了保守性，因为在雅可比矩阵 (120) 高度
非线性的状态空间部分，所得曲线长度比非线性测地线 γx(s) 更长。因此，在这条曲线上积分控制律会
导致次优控制策略。这种控制策略的收缩速度至少为 ρ ，但与基于非线性测地线的控制策略相比，其效
果略显不足。
为了减少保守性，我们利用了一个状态依赖的反馈增益 Kδ(γx) 。Kδ(γx) 使用 (127) 在求解器外部

计算，因此计算时间对于实现实时应用而言不那么重要。

Remark 14. 请注意，CCM 方法提供了一种确保一致指数稳定性的方法，即使度量 P δ(x) 是状态相关
的，指数稳定性保证在整个状态空间中都成立。这与跟踪 LMI (26) 的设计形成对比，该设计包括参考
相关的矩阵 P (r) ，但仅在参考轨迹周围的局部区域 ϵ 内有效。在实践中，难以获得结果成立的 ϵ 的值。
因此，为了在稳健情况下获得严格的安全保证，实用上建议根据上述设计使用 CCM 或去除 P δ 中的状
态依赖性。使用 CCM，从度量空间计算积分表达来获得一致的指数稳定性。使用状态无关的 P δ ，由于
选择一个常量 CCM P δ 会导致最小化 z 和 x 之间测地线的直线，如上所述，因此一致的指数稳定性是
均值值定理（MVT）的直接结果。

收缩 LMI (126) 是主要性质，使得强鲁棒递归可行性和轨迹跟踪证明能够成立。所得度量 P δ 用于构
建增量 Lyapunov 函数 (114) ，其满足 (43d) 。因此，管道 (49) 增长到一个稳健的正不变 (RPI) 集：√

V δ(xt, zt) ≤ s̄, t ≥ 0 (135)

，定义在 (52) 中的 s̄ 。为了减少保守性，我们通过满足以下 RPI LMI 来优化 (135) 的形状：[
A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x) +

(
A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x)

)⊤
+ λXδ Ew0(

Ew0
)⊤ −λδ2

]
⪯ 0, (136)

，具有 ζ ∈ Z 、w0 ∈ vert(W) 和乘子 λ ≥ 0 。这个 LMI 强制子水平集 V δ(x, z) ≤ δ2 对于扰动动态 (38)
在所有 w0 ∈ W 和 δ := s̄ 时是 RPI。注意 ρ 是一个超参数，w̄ 可以在使用 (134) 优化 P δ 之后计算。因
此，不失一般性，我们可以设置 δ = 1 ，这有助于在二次形式 V δ(x, z) 和线性形式

√
V δ(x, z) 之间建立

桥梁。此外，由于扰动在系统动态 (38) 中线性进入，并且集合 W 是凸的，只需在 W 的顶点处评估形式
为 (136) 的一组 LMIs。附录 B 提供了 (136) 的证明。

Remark 15. 另一种使用多面体集合 W 设计 RPI 集合的方法是利用 [18] 中提出的对扰动 w0 的通用
L∞ 增益界。

与 TMPC 设计相反，在 TMPC 设计中，终端集缩放 α 是根据与障碍物 dmax 的期望距离计算的，
V δ(x, z) 的终端集及相应的 RPI 集由于扰动 w0 ∈ W 而具有最小尺寸。为了防止集合变大，从而导致保
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守行为，使用以下 SDP 计算出 P δ 和 Kδ(x) ，其中缩紧常数 cs
j , j ∈ N[1,ns] 和 co 相对于相应约束区间

进行归一化，并被最小化：

min
Xδ,Y δ(x)

cs
j
2,co2

cc,oco2 +

ns∑
j=1

cc,s
j cs

j
2, (137a)

s. t. Xδ ⪰ 0, (137b)

A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x) +
(
A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x)

)⊤
+ 2ρXδ ⪯ 0, (137c)[

A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x) +
(
A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x)

)⊤
+ λXδ Ew0(

Ew0
)⊤ −λ

]
⪯ 0, (137d) cs

j
2 Ls

j

[
Y δ(x)
Xδ

]
(
Ls
j

[
Y δ(x)
Xδ

])⊤

Xδ

 ⪰ 0, j ∈ N[1,ns], (137e)

[
co2In

p
MXδ(

MXδ
)⊤

Xδ

]
⪰ 0, (137f)

ζ ∈ Z, w0 ∈ vert (W) ,

，具有收缩率 ρ > 0 和乘数 λ ≥ 0 ，可以通过对该 SDP 和 δ = 1 进行二分计算出来。
注意，LMI (137e) ，为了确保系统约束的 Lipschitz 连续性，与 (37) 相同。我们可以推导出类似的

LMI (137f) ，以确保避障约束的 Lipschitz 连续性。其证明类似于 (37) 的证明，如 [32] 中所写，并包括
在附录 ?? 中以保证完整性。
与 SDP (28) 相似，SDP (137) 是半无限的，因此我们需要在网格点和顶点处评估表达式，既在 Z 中

也在 W 中，以考虑干扰的影响。

Remark 16. 请注意，LMI (137d) 必须在 Z 和 W 的所有网格点上进行计算，这意味着 LMI 的数量等
于这两个集合中网格点数量的乘积。这可能导致（离线）计算时间的急剧增加。为了缓解这种影响，我
们可以引入决策变量 W̄ 并使用以下 LMI 的组合，这足以确保满足 (137d) ：[

0n
x

Ew0(
Ew0

)⊤
0

]
⪯ W̄, w0 ∈ vert (W) , (138)

W̄ +

[
A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x) +

(
A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x)

)⊤
+ λXδ 0

0 −λ

]
⪯ 0, ζ ∈ Z. (139)

总之，通过成功解决 (137) ，我们可以找到矩阵 P δ 和 Kδ(x) ，使得增量 Lyapunov 函数 V δ(x, z) 由
(131) 给出，并满足 (43a) 和 (44) 。此外，收缩 LMI (126) 、RPI LMI (136) 和 Lipschitz LMI (37) 以及
(137f) 的设计确保了满足 (43b) 、(43c) 和 (43d) 。因此，我们可以得出结论，这一设计满足假设 ?? 。

终端成分设计
终端成分设计涉及计算一个合适的终端代价 J f(z,xr) ，以满足假设 ?? 。根据上一节的设计，我们知道
在 (132) 中，

√
V δ(x, z) 至少以因子 ρ 递减，或者等效地，V δ(x, z) 至少以因子 2ρ 递减，给定控制律

κ(x, z,v) 在 (133) 中。因此，如果我们设计终端控制律为

κf(x, r) = ur + κδ(x,xr) = ur +

∫ 1

0

Kδ(γx(s))ds (x− xr), (140)

，只需设计一个矩阵 P ，使得基于 (53) 的以下下降约束得到满足：
d

dt

(
(x− z)⊤P (x− z)

)
≤ −J s(z,v, r), (141)

，其中 ẋ = f(x, κ(x, z,v)) + Ewb 和 ż = f(z,v) + Ewb 。以下 LMI 确保该条件成立，详见 [13] ：(
A(ζ) +B(ζ)Kδ(x)

)⊤
P + P

(
A(ζ) +B(ζ)Kδ(x)

)
⪯ −Q−Kδ(x)

⊤
RKδ(x), ζ ∈ Z. (142)

因此，为了找到满足 (53) 的最低特征值的 P ，我们求解以下 SDP：

min
P

traceP, (143a)

s. t.
(
A(ζ) +B(ζ)Kδ(x)

)⊤
P + P

(
A(ζ) +B(ζ)Kδ(x)

)
⪯ −Q−Kδ(x)

⊤
RKδ(x), (143b)

ζ ∈ Z.
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Remark 17. 一种更简单但更保守的解决方案是定义一个常数缩放因子 µ ，使得 P = µP δ 。可以证明，
µ 的下界可以表示为 Q,R,Kδ(x), ρ 和 cδ,u 的函数，使得 V δ(x, z) 通过 2ρ 的收缩意味着在 (53) 中最小
终端成本下降得到满足。

因此，我们可以得出结论，假设 ?? 得到了满足。

参考轨迹设计假设 5 和 6 很容易满足，如果用于生成参考轨迹的系统和避障约束是根据 (82) 和 (83)
使用来自 SDP (137) 的收缩常数 cs

j , j ∈ N[1,ns] 和 co 构造的，并且 α 满足在 (81) 中计算的下限。相应
地，终端集 (75) 被合适地设计在参考轨迹周围，以确保闭环系统和避障约束在所有时间点的满意度。
总之，所提出的 RMPC 方案是一种有效的工具，可以为具有受扰动动力学的移动机器人描述的动态

可行参考轨迹的跟踪提供安全保证。该方案基于这样的思想：在给定合适设计的控制律的情况下，扰动
的影响可以通过增量 Lyapunov 函数 V δ(x, z) 的子水平集来界定。这个界限，也被称为管道尺寸，可以
用来收紧系统和障碍回避约束，以便闭环系统始终满足实际的系统和障碍回避约束。通过基于 V δ(x, z)
构建一个最小的不变终端集来证明递归可行性。此外，通过展示终端成本矩阵 P 可以使用在 V δ(x, z) 中
使用的权重矩阵 P δ 来计算，从而证明轨迹跟踪。
注意，通过对参考轨迹的系统和避障约束分别收紧 cs

jα, j ∈ N[1,ns] 和 coα ，是保证闭环约束满足的充
分条件。然而，在预测视界的开始阶段，不要求可行解至少从距离约束如此远的地方开始，因为约束是
通过从零开始增加的管尺寸收紧的。因此，在规划器中实施类似的适当设计的约束收紧方案来生成参考
轨迹，将允许更不保守的运动，即更接近障碍物的运动，从而更快地达到目标。
在实践中，物理机器人不仅受到动态扰动的影响，还受到传感器测量噪声的影响。这意味着我们无法

直接测量系统的状态。为了在传感器噪声的情况下提供安全保证，需要识别动态扰动和传感器噪声，计
算类似于本节中所呈现的合适材料，并实施一个实时 RMPC 方案，可以证明其具有类似于本节中所呈现
的性质。

5 具有扰动的轨迹跟踪的鲁棒输出反馈 MPC
本节的目标是介绍一种鲁棒的输出反馈 MPC (ROMPC) 方案，该方案用于跟踪满足性质 1 的参考轨迹，
当系统如第 5.1 节中描述时。在该系统中，状态只能通过带噪声的输出测量间接测量。类似于第 3.1 节，
第 5.2 节陈述了闭环系统的优化问题和控制律。然后，第 ?? 节建立了对 ROMPC 的直观认识，并解释
了公式中所需元素及相关性质。最后，第 ?? 节对 ROMPC 公式进行了总结。

5.1 带有测量噪声描述的受扰动移动机器人
干扰系统的动力学由 (38) 给出。相应的输出方程为

y = Cx+ Fη, (144)

，其中测量输出为 y ∈ Rny
，观测矩阵为 C ∈ Rny×nx

，测量或传感器噪声为 η ∈ Rnη

，噪声选择矩阵
为 F ∈ Rny×nη

。
测量噪声被假设包含在已知的边界框 η ∈ H 中。通过记录数据，我们可以计算边界框 H ，其中每个

维度 i ∈ N[1,nη ] 的记录测量噪声值都有下界
¯
ηrec
i
和上界 η̄rec

i ：

H :=
{
η ∈ Rnη

∣∣∣
¯
ηrec
i

≤ ηi ≤ η̄rec
i , i ∈ N[1,nη ]

}
. (145)

这个测量噪声边界框可以用于下一节中描述的 ROMPC 公式。

5.2 ROMPC 公式
考虑以下用于跟踪参考轨迹 (4) 的 ROMPC 公式：

J ∗
t (xt, rt) = min

z·|t,v·|t
J f(zT |t,x

r
t+T ) +

∫ T

0

J s(zτ |t,vτ |t, rt+τ ) dτ, (146a)

s. t. z0|t = x̂t, (146b)
s0 = 0, (146c)
żτ |t = f(zτ |t,vτ |t) + Ewb, τ ∈ [0, T ], (146d)
ṡτ = −ρsτ + w̄o, τ ∈ [0, T ], (146e)
gs
j(zτ |t,vτ |t) + cs

jsτ + cs,o
j ϵ ≤ 0, j ∈ N[1,ns], τ ∈ [0, T ], (146f)

go
j,τ |t(Mzτ |t) + co(sτ + ϵ) ≤ 0, j ∈ N[1,no], τ ∈ [0, T ], (146g)
(zT |t, sτ , ϵ) ∈ X f(xr

t+T ), (146h)
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，其中估计状态为 x̂t ，阶段成本为 J s(z,v, r) = ∥z − xr∥2Q + ∥v − ur∥2R, Q ≻ 0, R ≻ 0 ，终端成本为
J f(z,xr) = ∥z − xr∥2P , P ≻ 0 。在此公式中，Q 和 R 是调节矩阵，而 P 应被适当地计算以显示实际的
渐进收敛性；详见第 ?? 节。
类似于第 3 节中的 TMPC 公式，ROMPC 公式也应用于滚动时域。在这种情况下，闭环系统的控制

律对于 t ≥ 0 定义如下：
ut+τ = κ(x̂t+τ , z

∗
τ |t,v

∗
τ |t), τ ∈ [0, T s], (147)

，其中控制律 κ(x, z,v) : X × Z → Rnu
在 (42) 中定义，将根据本节中提出的设计进行详细阐述。

ROMPC 和 RMPC 之间的主要区别在于实际状态 x 是隐藏的，我们只能测量有噪声的输出 y 。在
ROMPC 的公式中，一个合乎逻辑的选择是基于 y 在某个估计的 x̂ 处开始预测一个标称轨迹，而不是 x
。这个轨迹将满足收紧的约束 (146f) 、(146g) 和 (146h) 。然而，仅仅通过管束动力学 (41e) 收紧这些约
束不足以保证闭环轨迹对非收紧约束的满足性，因为 x 可能比 y 更接近约束。因此，我们希望增加收紧
程度，以考虑这种额外的观测器误差。
为了确定所需的额外收紧，误差 y − Cx 需要被界定。该界定由 (145) 中描述的紧致集 H 给出。此

外，正如在第 5.2.3 节中进一步详细说明的，我们需要具有导数 d
dt (y − Cx) 的显式表达式来确定收紧的

大小。由于此信息不可用，我们设计了一个观测器来根据输出 y 估计状态 x̂ ，观测器的动态如下：

˙̂x := f(x̂,u) + Ewb + L(y − Cx̂), (148)

，其中 u 在 (147) 中给出，并且观测器增益矩阵 L ∈ Rnx×ny
被用作对测量 y 的低通滤波器。

类似于在第 4.3 节中描述的性质，并且给定观察者 (148) ，我们希望设计一个反馈律 κδ(x̂, z) ，使增
量 Lyapunov 函数 V δ(x̂, z) 的管大小 s 保持不变。在这种情况下，κδ(x̂, z) 和 V δ(x̂, z) 基于一个以 x̂ 而
不是 x 结束的测地线。如果系统满足以下假设，则存在这样的 κδ(x̂, z) 和 V δ(x̂, z) 的组合：

Assumption 7 (Incremental stabilizability). 存在一个反馈律 κδ(x̂, z) : X 2 → Rnu
，一个增量的

Lyapunov函数 V δ(x̂, z) : X 2 → R≥0，其是连续可微的并且满足 V δ(z, z) = 0, ∀z ∈ X ，参数 cδ,l, cδ,u, ρ >
0 ，以及 Lipschitz 常数 cs

j > 0, j ∈ N[1,ns] 和 co > 0 ，使得以下性质对于所有 (x̂, z,v) ∈ X × Z ，
w ∈ wb ⊕W ，和 η ∈ H 都成立：

cδ,l∥x̂− z∥2 ≤ V δ(x̂, z) ≤ cδ,u∥x̂− z∥2, (149a)

gs
j(x̂, κ(x̂, z,v))− gs

j(z,v) ≤ cs
j

√
V δ(x̂, z), j ∈ N[1,ns], (149b)

go(M x̂)− go(Mz) ≤ co
√
V δ(x̂, z), (149c)

d

dt
V δ(x̂, z) ≤ −2ρV δ(x̂, z), (149d)

与 ˙̂x = f(x̂, κ(x̂, z,v)) + Ewb + L(y − Cx̂) ，ż = f(z,v) + Ewb ，y 定义在 (144) 中，并且 ẋ =
f(x, κ(x̂, z,v)) + Ewb 。此外，下面的类范式不等式成立 ∀x1,x2,x3 ∈ Rnx

：√
V δ(x1,x3) ≤

√
V δ(x1,x2) +

√
V δ(x2,x3). (150)

这个假设反映了与第 4.3 节中假设 ?? 相同的性质，唯一的区别是使用观察者 (148) 定义了 x̂ 而不
是 x 。根据类似于第 4.3 节中的论点，我们知道 V δ(x̂, z) 的时间导数可以上界：

Property 3. 存在一个常数 w̄o > 0 ，对于任何 (y, x̂, z,v) ∈ Rny ×Rnx ×Z 、任何 w ∈ wb ⊕W 和任
何 η ∈ H ，都有

d

dt

√
V δ(x̂, z) ≤ −ρ

√
V δ(x̂, z) + w̄o, (151)

，其中 ˙̂x = f(x̂, κ(x̂, z,v)) + Ewb + L(y − Cx̂) 、ż = f(z,v) + Ewb 、y 在 (144) 中定义，并且
ẋ = f(x, κ(x̂, z,v)) + Ew 。

请注意，在这种情况下使用了一个不同的常数 w̄o ̸= w̄ 。其中，w̄ 说明了扰动的影响，而 w̄o 则说明
了扰动和测量噪声的共同影响。
根据性质 ?? ，我们知道 V δ(x̂, z) 的上界为管的大小 s ：√

V δ(x̂, z) ≤ s, (152)

，其中管的动态由
ṡ = −ρs+ w̄o, (153)

给出，这与 (146e) 相同。将其重写为时间的函数，得到

st =
(
1− e−ρt

) w̄o

ρ
, (154)
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，并在取极限 t → ∞ 时，导致最大管的大小为

s̄ =
w̄o

ρ
. (155)

。因此，s 不会无限增长，结果管的大小 (155) 适合用于收紧约束。
注意，收缩属性 (149d) 以及相应的属性 ?? 和管道动力学 (146e) 用于对控制器误差

δ := x̂− z. (156)

进行上界。因此，使用 s 进行紧缩结果为 x̂ 提供闭环安全保证，而不是 x 。
为了考虑观察者误差

ϵ := x− x̂, (157)
，我们可以做出以下假设：

Assumption 8 (Bounded observer error). 在那里观测增益矩阵 L 使得观测误差 x− x̂ 是有界的，并由√
V δ(x, x̂) 的 ϵ -子水平集描述： √

V δ(xt, x̂t) ≤ ϵ, ∀t ≥ 0. (158)

。这一假设意味着我们可以额外收紧系统和障碍物避让约束，比例于 ϵ ，以保证 x̂ 和 x 的闭环安全
性。请注意，比例于 ϵ 的收紧仅适用于状态约束，而不适用于输入约束，因为控制律 (147) 独立于 x 。
因此，我们引入额外的收紧常数 cs,o

j , j ∈ N[1,ns] ：

cs,o
j =

{
0, j ∈ N[1,2nu]

cs
j , j ∈ N[2nu+1,ns]

. (159)

类似于第 4.3 节，我们需要假设存在以下终端成分：

Assumption 9 (Terminal ingredients). 存在一个终端控制律 κf(x̂, r) : X × Z̄ → Rnu
和终端成本

J f(z,xr) : X × X̄ → R ，使得对于所有 z ∈ X ，以下性质成立：带有采样时间 T s > 0 的

J f(z∗
T s+T |t,x

r
t+T s+T )− J f(z∗

T |t,x
r
t+T ) ≤ −

∫ T+T s

T

J s(z∗
τ |t,v

∗
τ |t, rt+τ )dτ, (160)

，位于 t 处的最优解 (z∗
·|t,v

∗
·|t) 对于所有 t ≥ 0 及其使用终端控制律 κf(x̂, r) 的扩展版本 z∗

T+τ |t 适用于
τ ∈ [0, T s] ，定义于第 5.2.1 节中。

类似于第 4.3.2 节，除了关于终端控制规律 κf(x̂, r) 和终端成本 J f(z,xr) 的假设外，我们还希望设计
终端集合 X f(xr) ，以便在 X f(xr) 中分别满足收紧的系统和避障约束 (146f) 和 (146g) ，并使得终端控
制规律 κf(x̂, r) 确保 X f(xr) 的鲁棒正不变性。X f(xr) 的紧版本的具体形式在第 5.2.2 节中作为证明的一
部分呈现，因此不包括在假设 ?? 中。
同样，上述假设允许我们证明递归可行性和轨迹跟踪。图 3 提供了与 ROMPC 公式 (146) 相关的证

明直观理解。与 RMPC 情况相比，我们不能得到 x ，而只能通过带噪声的输出测量 y 估计得到状态 x̂
。然而，通过适当地设计观察者 (148) ，我们知道 x 包含在围绕 x̂ 的管道中。因此，系统和避障约束通
过与这个管道大小成比例的附加项来收紧。此外，描述 x̂ 和 z 之间差异的管道大小在预测范围的开始时
从零开始，并且对于先前的最优解和候选解都严格大于第 4.3 节中设计的管道大小。考虑到适当设计的
控制律和增量 Lyapunov 函数，候选解至少以因子 ρ 收缩到先前的最优解。因此，通过上述调整的管道
尺寸，我们可以应用与第 ?? 节相似的推理来证明递归可行性。
由于反馈规律是基于 x̂ 而不是 x ，因此相比使用 x 计算反馈规律的情况，候选解可能会更慢地收

缩到先前的最优解。这种最坏情况下的影响导致了 x 与参考轨迹之间较大的跟踪误差。由于我们知道
x− x̂ 是有界的，我们仍然可以得出结论：平均而言，跟踪误差会变小。然而，该界限比在第 ?? 节得到
的界限不那么严格。

5.2.1 候选解

类似于第 4.3.1 节，定义候选解的目的是为了展示在时间 t+ T s 时存在一个可行的，但不一定是最优的
解，给定在时间 t 时 (146) 被成功解决。同样，这个候选解用于证明轨迹跟踪和递归可行性，但它不一
定在实践中执行。
在鲁棒输出反馈情况下，我们选择一个类似于标称情况的候选解。为方便起见，我们为 τ ∈ [T, T +T s]

定义
v∗
τ |t = κf(z∗

τ |t, rt+τ ), (161)

，其中 ż∗
τ |t 由应用 (161) 给出的 (1) 。
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Figure 3: 对于一维参考轨迹 xr
t+[0,4T s] 、实际状态轨迹 x[t,t+T s] 、从估计状态 x̂t 开始的先前最佳解

z∗
[0,T ]|t 、先前最佳解 z∗

[T,T+T s]|t 的附加部分、从估计状态 x̂t+T s 开始的候选解 z̃[0,T ]|t+T s ，围绕 z∗
[0,T ]|t

的管道 V δ(x̂, z∗) ≤ s 和 V δ(x, x̂) ≤ ϵ ，围绕 z̃[0,T ]|t+T s 的管道 V δ(x̂, z̃) ≤ s 和 V δ(x, x̂) ≤ ϵ ，以及围
绕对应于先前最佳解和候选解的参考轨迹的终端集合 X f(xr) 进行可视化。我们再次设置 T = 4T s 。请
注意，管道 s 和 ϵ 的 Minkowski 和被绘制在名义预测轨迹周围，因为这些管道的组合用于收紧约束。与
图 2 相比，初始管道尺寸以 x̂ 为中心，具有非零大小，并包含状态 x 。同样，w 在区间 1⃝ 期间影响系
统。因此，差异 z̃T s|t − x̂t+T s 和 xt+T s − x̂t+T s 均是 w 、η 和观察器动态 (148) 组合的结果。请注意，
管道和终端集合被可视化为椭圆，以澄清其形状，然而在这种情况下，它们应被可视化为垂直线。

根据这些定义，我们可以写出在时间 t+ T s 上预测区间 τ ∈ [0, T ] 的候选项为

z̃0|t+T s = x̂t+T s , (162a)
s̃0 = 0, (162b)

ṽτ |t+T s = κ(z̃τ |t+T s , z∗
T s+τ |t,v

∗
T s+τ |t), (162c)

，分别根据 (146d) 和 (146e) 使用 ˙̃zτ |t+T s 和 ˙̃sτ 。
注意，这个候选与第 4.3.1 节中的候选不同。主要区别在于初始估计状态。因此，与第 4.3.1 节中的

(55c) 相比，反馈控制律 (162c) 给出的值不同。

5.2.2 递归可行性证明

递归可行性证明遵循第 ?? 节中的相似论证，并附加技术细节以考虑测量噪声 η 。优化不是从测量状态
x 开始，而是从估计状态 x̂ 开始，并且我们确保控制器误差 δ 包含在 δ 的次水平集内，而观测器误差 ϵ
包含在 ϵ 的次水平集内 V δ(x, x̂) 。
为了证明递归可行性，首先注意到初始状态、初始管道、系统动态和管道动态约束通过 (162) 显然是

满足的。同样地，我们需要展示对于 τ ∈ [0, T ] ，系统约束 (146f) 、障碍物避免约束 (146g) 以及终端集
合约束 (146h) 也是满足的。
类似于第 ?? 节中的过程，我们将区间分成两个子区间，以显示对 (146f) 和 (146g) 的满足：τ ∈

[0, T − T s) 和 τ ∈ [T − T s, T ] 。通过将 w̄ 替换为 w̄o ，并额外以与 ϵ 成比例的因子收紧状态约束，我们
在遵循与第 ?? 节相同的过程后，获得系统和避障约束的简单满足性。注意，在这种情况下，附加收紧项
与 ϵ 成比例，在 (61) 中相互抵消，并且附录 ?? 中相同的证明适用于 sT s 的不同表达式：

sT s =
(
1− e−ρT s

) w̄o

ρ
. (163)

终端集约束满足性对于 τ ∈ [T − T s, T ]
由于相对于第 4 节的紧缩量与 ϵ 成比例增加，我们需要在终端集中考虑这个附加的管道大小。因此，终
端集现在由

X f(xr) :=

{
z ∈ X , sT ∈ R, ϵ ∈ R

∣∣∣∣ √V δ(z,xr) + sT + ϵ ≤ α

}
. (164)

给出。为了显示 (146h) 在 τ ∈ [T − T s, T ] 上的终端集约束的满足性，我们遵循第 ?? 节的备注 10 中概
述的类似步骤。我们首先展示在 t+ T s 时，位于 τ = T − T s 的终端集约束 (164) 是满足的。这给出了类
似于在 τ = 0 处评估的 (81a) 的不等式：

α− sT − ϵ+ e−ρ(T−T s)sT s ≤ α− sT−T s − ϵ, (165)
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或者，可以等价地写为
sT−T s ≤ sT − e−ρ(T−T s)sT s . (166)

。这与 (67) 相同的表达式，它通过附录 ?? 中的证明是显然成立的，其中 sT s 由 (163) 给出。
附录 C 证明了当 α ≥ w̄o

ρ + ϵ 成立时，终端集 (164) 是保持不变的。因此，我们可以得出结论，在
t+ T s 的条件下，τ ∈ [T − T s, T ] 的 α 的该下界也满足终端集约束。

对于 τ ∈ [T − T s, T ] 的系统约束满足性分析
根据第 ?? 节中的详细推理，并利用附录 ?? 中的证明以及 (75) 不变的事实，在以下假设下，候选系统
约束对于 τ ∈ [T − T s, T ] 是满足的：

Assumption 10 (System constraints tightening for reference trajectory). 该参考轨迹满足收紧的系统
约束，即，(6) 成立，其中 gr,s

j (x̂,u) 由下式给出

gr,s
j (x̂,u) = gs

j(x̂,u) + cs
j

w̄o

ρ
+ cs,o

j ϵ, j ∈ N[1,ns], (167)

，其中 cs
j 和 cs,o

j 分别定义在 (149b) 和 (159) 中。
这与第 ?? 节中的假设 5 相同，只是我们可以访问 x̂ 而不是 x ，因而对 α 的下限更大。

障碍物避让约束条件的满足对于 τ ∈ [T − T s, T ]
与对于系统约束条件满足类似的推理，候选障碍物避让约束在下述假设下对于 τ ∈ [T − T s, T ] 得到满足：

Assumption 11 (Obstacle avoidance constraints tightening for reference trajectory). 参考轨迹满足收
紧的避障约束，即，(8) 成立，gr,o

j (p̂) 由

gr,o
j (p̂) = go

j (p̂) + coα, j ∈ N[1,no], (168)

给出，其中 co 在 (149c) 中定义和 α ≥ w̄o

ρ + ϵ 。

同样地，此假设与第 ?? 节中的假设 6 相同，唯一的区别是我们有 x̂ 的可用性而不是 x ，相应地，α
的下限更大。
轨迹跟踪证明遵循第 ?? 节中详细说明的步骤。唯一的不同是我们展示了从 x̂ 优化的轨迹的跟踪，而

不是从 x 优化的轨迹。相应地，我们可以遵循第 ?? 节中概述的相同证明，但例外的是我们现在在假设
?? 中利用了 (160) ，而不是在假设 ?? 中利用的 (53) 。阶段成本差异的上限现在由

J s(z̃τ |t+T s , ṽτ |t+T s , rt+T s+τ )− J s(z∗
T s+τ |t,v

∗
T s+τ |t, rt+T s+τ )

≤ LJ s,xue−ρτ
(
1− eρT

s
) w̄o

ρ
=: αs

τ (ρ, w̄
o, T s), (169)

给出，而不是 (98) ，且终端成本差异的上限由

J f(z̃T |t+T s ,xr
t+T s+T )− J f(z∗

T s+T |t,x
r
t+T s+T )

≤ LJ f
e−ρT

(
1− eρT

s
) w̄o

ρ
=: αf(ρ, w̄o, T s), (170)

给出，而不是 (101) 。遵循与第 ?? 节中相似的步骤，但对 αs
τ (ρ, w̄

o, T s) 、αf(ρ, w̄o, T s) 和 ᾱs,f(ρ, w̄o, T s)
使用不同的表达式，将 (107) 更改为以下上限：

∥xτ − xr
τ∥2Q

(a)
≤ ct,1∥xτ − x̂τ∥+ ct,2∥x̂τ − z∗

τ−t|t∥+ ∥z∗
τ−t|t − xr

τ∥2Q (171a)
(b)
≤ ct,3ϵ+ ct,4sτ + ∥z∗

τ−t|t − xr
τ∥2Q, (171b)

其中（a）是通过使用常数 ct,1 和 ct,2 的 Lipschitz 界限得到的，（b）是通过常数 ct,3 和 ct,4 在使用 (43a)
，(158) ，(152) 和 (154) 的组合上的范数得到的其他 Lipschitz 界限。因此，我们可以写出一个与 (108)
相似的上限：

cJ ,d
∫ t+T s

t

∥xτ − xr
τ∥2Qdτ ≤cJ ,d

∫ t+T s

t

∥z∗
τ−t|t − xr

τ∥2Q + ct,4sτ + ct,3ϵdτ (172a)

(a)
=cJ ,d

∫ t+T s

t

∥z∗
τ−t|t − xr

τ∥2Qdτ + cJ ,d
∫ t+T s

t

ct,4sτdτ

+ cJ ,d
∫ t+T s

t

ct,3ϵdτ (172b)

(b)
≤J ∗

t − J ∗
t+T s + ᾱs,f,1(ρ, w̄o, T s), (172c)
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与 ᾱs,f,1(ρ, w̄o, T s) := ᾱs,f(ρ, w̄o, T s)+ cJ ,dct,4
(
T s − 1

ρ

(
1− e−ρT s)) w̄o

ρ + cJ ,dT sct,3ϵ 一起，并且其中（a）
是通过写出积分表达式得到的，（b）是通过 (106) 得到的。遵循与第 ?? 节相同的步骤，我们得到上限

lim
t→∞

∫ t

0
∥xτ − xr

τ∥2Qdτ
t

≤
J ∗
0 − lim

t→∞
J ∗
t

cJ ,dt
+

1

cJ ,dT s ᾱ
s,f,1(ρ, w̄o, T s), (173)

通过在
∫ 2T s
0

∥xτ−xr
τ∥

2
Qdτ

t 上应用 Barbalat 引理 [29] ，我们得出结论，在平均情况下，跟踪误差 ∥xt − xr
t∥

随时间变小，在这种情况下与 ᾱs,f,1(ρ, w̄o, T s) 成比例。
这一节将详细介绍

• 需要满足假设 2 的障碍物规避约束；

• 增量李亚普诺夫函数 V δ(x̂, z) 及其对应的 Lipschitz 常数 cs
j , c

s,o
j , j ∈ N[1,ns] 和 co ，需满足假设 ??

和 ?? ；

• 终端成分，需要满足假设 ?? ；

• 参考轨迹需要满足假设 10 和 11 。

的设计：

5.2.3 设计以满足假设

障碍物避免约束设计
为了证明递归可行性，我们需要障碍物避免约束满足假设 2 。我们可以通过遵循与第 ?? 节中所述相同
的设计来实现这一点。

增量稳定性设计
类似于在第 4.3.2 节中的论述，增量稳定性设计的目标是找到常数度量 P δ 和状态依赖的反馈 Kδ(γx(s))
，以便我们可以构造增量李雅普诺夫函数的上界。由于在这种情况下管道动力学是为 x̂ 而不是 x 定义
的，我们希望找到 V δ(x̂, z) 的上界而不是以下形式的 V δ(x, z) ：

d

dt
V δ(x̂, z) ≤ 2

√
V δ(x̂, z)

(
−ρ

√
V δ(x̂, z) + w̄o

)
= −2ρV δ(x̂, z) + 2

√
V δ(x̂, z)w̄o, (174)

，其中增量李雅普诺夫函数 V δ(x̂, z) 定义为

V δ(x̂, z) := (x̂− z)⊤P δ(x̂− z), (175)

，测地线 γx(s) 定义在 (128) ，控制律 κ(x̂, z,v) 定义为

κ(x̂, z,v) = γu(1) = v +

∫ 1

0

Kδ(γx(s))(x̂− z)ds, (176)

，使得 (146e) 是管道动力学的有效方程。为此，我们首先定义闭环观测器动力学：

˙̂x = f(x̂, κ(x̂, z,v)) + Ewb + L(y − Cx̂)

= f(x̂, κ(x̂, z,v)) + Ewb + L(y − C(x+ x− x̂))

= f(x̂, κ(x̂, z,v)) + Ewb + L(Fη + C(x− x̂)), (177)

，其中 η 定义在 (144) 。
使用以下简写符号并利用 (177) ：

δ̇ := ˙̂x− ż (178)
=f(x̂, κ(x̂, z,v)) + Ewb + L(Fη + C(x− x̂))−

(
f(z,v)− Ewb)

=f(x̂, κ(x̂, z,v))− f(z,v) + L(Fη + C(x− x̂)), (179)
Acl :=A(γx,γu) +B(γx,γu)Kδ(γx), (180)
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我们可以对 V δ(x̂, z) 的时间导数进行上界处理，

d

dt
V δ(x̂, z) =δ̇

⊤
P δδ + δ⊤P δδ̇ (181a)

=2δ⊤P δδ̇ (181b)
=2δ⊤P δ (f(x̂, κ(x̂, z,v))− f(z,v) + L(Fη + C(x− x̂))) (181c)
=2δ⊤P δ (f(x̂, κ(x̂, z,v))− f(z,v)) + 2δ⊤P δL(Fη + C(x− x̂)) (181d)

(a)
≤2δ⊤P δAclδ + 2δ⊤P δL(Fη + C(x− x̂)) (181e)
(b)
≤ − 2ρV δ(x̂, z) + 2δ⊤P δL(Fη + C(x− x̂)) (181f)

=− 2ρV δ(x̂, z) + 2δ⊤P δ
1
2P δ

1
2L(Fη + C(x− x̂)) (181g)

≤− 2ρV δ(x̂, z) + 2 ∥δ∥P δ ∥L(Fη + C(x− x̂))∥P δ (181h)

=− 2ρV δ(x̂, z) + 2
√

V δ(x̂, z) ∥L(Fη + C(x− x̂))∥P δ (181i)

其中 (a) 是通过知道存在一个 s ∈ [0, 1] 而获得的，使得该表达式通过 MVT 成立，并且 (b) 是通过收缩
LMI (137c) 获得的。应用 sqrt 算子到最后一个表达式得到

d

dt

√
V δ(x̂, z) ≤ −ρ

√
V δ(x̂, z) + ∥L(Fη + C(x− x̂))∥P δ . (182)

。将该方程与 (146e) 相比较，表明我们需要为所有 (x̂,x,η) ∈ X 2 ×H 对 ∥L(Fη + C(x− x̂))∥P δ 进行
上界处理，以获得 w̄o 应当对 ∥L(Fη + C(x− x̂))∥P δ 进行上界处理。我们设计具有有界特征值的 L 并
且我们知道 η 是有界的，因为 η ∈ H 与紧致的 H 。这使我们有必要展示对所有 (x, x̂) ∈ X 2 来说 x− x̂
是有界的。
显示 x− x̂ 有界的一个充分条件是施加 V δ(x, x̂) (158) 的下水平集是 RPI。类似于 RPI LMI (137d)

，这给出了以下 LMI：[
Xδ (A(ζ)− LC)

⊤
+ (A(ζ)− LC)Xδ + λϵXδ Ew0 − LFη(

Ew0 − LFη
)⊤ −λϵϵ2

]
⪯ 0, (183)

，乘子为 λϵ ≥ 0 ，并且对于 w0 ∈ vert(W) 和 η ∈ vert(H) 。所谓的 ϵ -RPI LMI 的证明在附录 D 中提
供。

Remark 18. 由于 LMI (183) 强制 (158) 成为 RPI，因此以下结果仅当在 t = 0 满足 (158) 时有效，即√
V δ(x0, x̂0) ≤ ϵ 。

给定满足这个 LMI 的度量 P δ ，我们可以将 ∥L(Fη + C(x− x̂))∥P δ 的上限写为

∥L(Fη + C(x− x̂))∥P δ =
∥∥∥P δ

1
2L (Fη + C(x− x̂))

∥∥∥ (184a)

=
∥∥∥P δ

1
2LFη + P δ

1
2LC(x− x̂)

∥∥∥ (184b)

≤
∥∥∥P δ

1
2LFη

∥∥∥+
∥∥∥P δ

1
2LC(x− x̂)

∥∥∥ (184c)

=
∥∥∥P δ

1
2LFη

∥∥∥+
∥∥∥P δ

1
2LCP δ−

1
2P δ

1
2 (x− x̂)

∥∥∥ (184d)

≤
∥∥∥P δ

1
2LFη

∥∥∥+
∥∥∥P δ

1
2LCP δ−

1
2

∥∥∥ ∥∥∥P δ
1
2 (x− x̂)

∥∥∥ (184e)

= ∥LFη∥P δ +
∥∥∥P δ

1
2LCP δ−

1
2

∥∥∥ ∥x− x̂∥P δ (184f)

≤ ∥LFη∥P δ +
∥∥∥P δ

1
2LCP δ−

1
2

∥∥∥ ϵ, (184g)

，其中包括 η ∈ H 。由于 H 是一个凸多面体集，仅需在 H 的顶点处计算此表达式。因此，w̄o 由

w̄o := max
η∈vert(H)

∥LFη∥P δ +
∥∥∥P δ

1
2LCP δ−

1
2

∥∥∥ ϵ. (185)

给出
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LMI (183) 也可以用于使用类似 (136) 的控制器误差的 RPI LMI 来优化管的形状。我们称这个 LMI
为 δ -RPI LMI。其表示为A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x) +

(
A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x)

)⊤
+ λδXδ LCXδ LFη(

LCXδ
)⊤ −λδ,ϵXδ 0

(LFη)
⊤

0 λδ,ϵϵ2 − λδδ2

 ⪯ 0, (186)

，其中包含 ζ ∈ Z 、η ∈ vert(H) 和乘子 λδ, λδ,ϵ ≥ 0 。与第 4.3.2 节的设计类似，我们可以在不失一般性
的情况下设置 δ = 1 。注意，在 LMI (183) 中 ϵ 不一定等于 1。相反，应满足 λδδ2 ≥ λδ,ϵϵ2 以满足 (186)
的要求。由于这个 LMI 在线性上依赖于 η ，并且集合 H 是凸的，因此只需在 H 的顶点处检查 (186) 即
可。附件 E 提供了 (186) 的证明。
与 RMPC情况相比，我们希望解决相同的 SDP，但用 ϵ -RPI LMI (183)和 δ -RPI LMI (186)的组合来

替换 RPI LMI (136)，并根据附加状态约束收紧与 ϵ成比例，在成本函数中对决策变量 cs
j , j ∈ N[2nu+1,ns]

和 co 进行不同的加权：收缩率

min
Xδ,Y δ(x)

cs
j
2,co2

(1 + ϵ2)cc,oco2 +

2nu∑
j=1

cc,s
j cs

j
2 + (1 + ϵ2)

ns∑
j=2nu+1

cc,s
j cs

j
2, (187a)

s. t. Xδ ⪰ 0, (187b)

A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x) +
(
A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x)

)⊤
+ 2ρXδ ⪯ 0, (187c)A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x) +

(
A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x)

)⊤
+ λδXδ LCXδ LFη(

LCXδ
)⊤ −λδ,ϵXδ 0

(LFη)
⊤

0 λδ,ϵϵ2 − λδδ2

 ⪯ 0,

(187d)[
Xδ (A(ζ)− LC)

⊤
+ (A(ζ)− LC)Xδ + λϵXδ Ew0 − LFη(

Ew0 − LFη
)⊤ −λϵϵ2

]
⪯ 0, (187e) cs

j
2 Ls

j

[
Y δ(x)
Xδ

]
(
Ls
j

[
Y δ(x)
Xδ

])⊤

Xδ

 ⪰ 0, j ∈ N[1,ns], (187f)

[
co2In

p
MXδ(

MXδ
)⊤

Xδ

]
⪰ 0, (187g)

ζ ∈ Z, w0 ∈ vert (W) , η ∈ vert(H),

为 ρ > 0 和可以通过双分法在此 SDP 上计算的乘数 λδ, λδ,ϵ, λϵ ≥ 0 ，用户选择的观测器增益矩阵
L ∈ Rnx×ny

，和子集水平集 δ, ϵ > 0 。类似于第 4.3.2 节中的设计，我们设置 δ = 1 并需要确保
λδδ2 ≥ λδ,ϵϵ2 成立。此 SDP 是半无限的，因此我们需要在网格点和顶点处评估表达式，在这种情况下为
Z 、W 和 H ，以同时考虑扰动和测量噪声的影响。

Remark 19. 为了减少计算时间，我们按照 Remark ?? 中概述的相同程序拆分 LMI (187d) : 0n
x

0n
x

LFη
0n

x
0n

x
0

(LFη)
⊤

0 0

 ⪯ H̄, η ∈ vert(H), (188)

H̄+

A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x) +
(
A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x)

)⊤
+ λδXδ LCXδ 0(

LCXδ
)⊤ −λδ,ϵXδ 0

0 0 λδ,ϵϵ2 − λδδ2

 ⪯ 0, ζ ∈ Z.

(189)
类似地，我们如下拆分 LMI (187e) :[

0n
x

Ew0(
Ew0

)⊤
0

]
⪯ W̄, w0 ∈ vert(W), (190)[

0n
x −LFη

(−LFη)
⊤

0

]
⪯ H̄1, η ∈ vert(H), (191)

W̄ + H̄1 +

[
Xδ (A(ζ)− LC)

⊤
+ (A(ζ)− LC)Xδ + λϵXδ 0

0 −λϵϵ2

]
⪯ 0, ζ ∈ Z. (192)
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Remark 20. (187a) 的一个替代目标是

min
Xδ,Y δ(x)

cs
j
2,co2,,ϵ2

cc,oco2 +

ns∑
j=1

cc,s
j cs

j
2 + cϵϵ2, (193)

，其中 ϵ2 是一个额外的决策变量，cϵ 是一个高惩罚项。最小化该目标会导致 ϵ 的下界，使得 (187) 可
行。因此，与用户选择 ϵ 值来优化 (187) 的情形相比，这可能带来较不保守的约束收紧。
Remark 21. 注意，(187) 是在 Xδ 和 L 中的双线性。因此，一个自然的解决方案是迭代地解 Xδ 和 L

。对于一个给定的矩阵 P δ = Xδ−1 ，我们使用以下 SDP 来优化 L ：

min
δ2,ϵ2,l2,
H̄,H̄1

λδ,ϵϵ2 + λδδ2 + cll2, (194a)

s. t. (187d), (194b)
(187e), (194c)[

P δ P δLC(
P δLC

)⊤
l2P δ

]
⪰ 0, (194d)

ζ ∈ Z, w0 ∈ vert (W) , η ∈ vert(H),

，附加决策变量 l ，以致于 ∥∥∥P δ
1
2LCP δ−

1
2

∥∥∥ ≤ l, (195)

通过 LMI (194d) 强制执行，如附录 F 中所证明，并且相应的惩罚项 cl 。通过最小化 l ，我们最小化
了

∥∥∥P δ
1
2LCP δ−

1
2

∥∥∥ 的上界，从而也减少了由 (185) 给出的 w̄o 计算中的保守性。

总之，通过成功求解 (187) ，我们可以找到矩阵 P δ 和 Kδ(x) ，使得增量 Lyapunov 函数 V δ(x̂, z)
由 (175) 给出，并满足 (149a) 和 (150) 。此外，收缩 LMI (187c) 、RPI LMIs (187d) 和 (187e) ，以及
Lipschitz LMIs (187f) 和 (187g) 的设计也满足性质 (149b) 、(149c) 和 (149d) 。因此，我们可以总结，该
设计满足假设 ?? 。此外，假设 ?? 直接通过设计 ϵ -RPI LMI (183) 得以满足。
。
终端成分设计
类似于在第 4.3.2 节中提出的终端成分设计，我们需要设计一个适当的终端成本 J f(z,xr) 以满足假设 ??
。在这种情况下，我们定义终端控制律为

κf(x̂, r) = ur + κδ(x̂,xr) = ur +

∫ 1

0

Kδ(γx(s))ds (x̂− xr). (196)

。此外，矩阵 P 需要定义为满足下降界限 (160) ：
d

dt

(
(x̂− z)⊤P (x̂− z)

)
≤ −J s(z,v, r), (197)

其中 ˙̂x := f(x̂, κ(x̂, z,v)) +Ewb + L(y −Cx̂) 和 ż = f(z,v) +Ewb 。同样，我们通过求解 SDP (143)
找到具有最低特征值的 P 。
因此，我们可以得出结论，假设 ?? 得到了满足。

参考轨迹设计
类似于第 4.3.2 节中的参考轨迹设计，假设 10 和 11 可以轻松满足条件，如果所使用的用于生成参考轨
迹的系统和障碍物规避约束根据 (167) 和 (168) 使用紧缩常数 cs

j , j ∈ N[1,ns] 和 co 分别从 SDP (187) 构
造，并且 α 满足在 (239) 中计算的下界。相应地，围绕参考轨迹合理设计终端集 (164) ，以确保在任何
时候闭环系统和障碍物规避约束的满足。

总之，所提出的 ROMPC 方案是一个有效的工具，可以为具有受扰动动力学 (38) 和有噪声输出测量
(144) 的移动机器人提供动态可行参考轨迹跟踪的安全保障。该方案基于这样一个理念：扰动和测量噪声
的影响可以通过增量 Lyapunov 函数 V δ(x̂, z) 的 s 子水平集和增量 Lyapunov 函数 V δ(x, x̂) 的 ϵ 子水
平集的组合来加以限制。这个上界从 ϵ 开始，以考虑观察器误差，并使用 s 的动态进行增长，这导致比
在第 4 小节中构造的更大的管道大小。如果我们使用这个增加的管道尺寸来收紧从估计状态 x̂ 开始的轨
迹优化所施加的系统和障碍回避约束，我们可以保证闭环系统 (x,u) 始终满足实际的系统和障碍回避约
束。在这项工作中，两种 Lyapunov 函数使用相同的度量。通常，可以考虑使用不同的度量来量化扰动
和测量噪声 [21] 的影响。通过基于 V δ(x̂, z) 和 V δ(x, x̂) 构造一个最小正不变终端集，证明了递归可行
性。这个表达式与第 ?? 小节中的类似，包括了测量噪声的影响。此外，类似于第 ?? 小节，通过证明可
以使用在 V δ(x̂, z) 和 V δ(x, x̂) 中使用的加权矩阵 P δ 计算终端成本矩阵 P ，证明了轨迹跟踪。跟踪误
差的上界比在第 ?? 小节得出的更松弛，这是由测量噪声 η 的影响引起的。
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A 集 (30) 不变性的证明
简而言之，(30) 尝试找到 α 的最大值，使得系统约束 (2) 对满足终端集合约束 (13) 的所有状态均成立。
让我们定义从参考状态 xr 指向状态 x 的向量为

δ := x− xr. (198)

终端集合约束 (13) 现在可以重写为

∥δ∥2P (r) = δ⊤P (r)δ ≤ α2. (199)

此外，让我们定义控制输入中的误差为

u− ur (11)
= K(r)(x− xr) = K(r)δ. (200)

因此，在终端集合中，应满足

Lr,s
j

[
K(r)
In

x

]
δ ≤ lsj − Lr,s

j r, j ∈ N[1,ns]. (201)

由于终端集合由 (199) 描述，我们希望以下蕴涵成立以满足假设 ?? 中的 (14b) ：

δ⊤P (r)δ ≤ α2 ⇒ Lr,s
j

[
K(r)
In

x

]
δ ≤ lsj − Lr,s

j r, ∀r ∈ Z̄, j ∈ N[1,ns]. (202)

通过定义 δ̃ := P (r)
1
2 δ 我们得到

δ̃
⊤
δ̃ ≤ α2 ⇒ Lr,s

j

[
K(r)
In

x

]
P (r)−

1
2 δ̃ ≤ lsj − Lr,s

j r, ∀r ∈ Z̄, j ∈ N[1,ns]. (203)

将蕴涵左侧平方并取范数得

δ̃
⊤
δ̃ ≤ α2 ⇒

∥∥∥∥Lr,s
j

[
K(r)
In

x

]
P (r)−

1
2 δ̃

∥∥∥∥2 ≤
∥∥lsj − Lr,s

j r
∥∥2 , ∀r ∈ Z̄, j ∈ N[1,ns]. (204)

我们现在可以写作 ∥∥∥∥Lr,s
j

[
K(r)
In

x

]
P (r)−

1
2 δ̃

∥∥∥∥2 (a)
≤

∥∥∥∥Lr,s
j

[
K(r)
In

x

]
P (r)−

1
2

∥∥∥∥2 ∥∥∥δ̃∥∥∥2 (205)

(b)
=

∥∥∥∥Lr,s
j

[
K(r)
In

x

]
P (r)−

1
2

∥∥∥∥2 δ̃⊤δ̃ (206)

(199)
≤

∥∥∥∥Lr,s
j

[
K(r)
In

x

]
P (r)−

1
2

∥∥∥∥2 α2 (207)

(c)
=

∥∥∥∥∥
(
Lr,s
j

[
K(r)
In

x

]
P (r)−

1
2

)⊤
∥∥∥∥∥
2

α2 (208)

(d)
=

∥∥∥P (r)−
1
2

[
K(r)⊤In

x⊤]
Lr,s
j

⊤
∥∥∥2 α2, (209)

其中 (a) 基于柯西-施瓦茨不等式，(b) 基于内积的定义，(c) 基于矩阵的范数等于其转置的范数这一事实，
(d) 基于转置的定义以及 P (r) 对称这一事实。因此，以下蕴涵成立：

∥∥∥P (r)−
1
2

[
K(r)⊤In

x⊤]
Lr,s
j

⊤
∥∥∥2 α2 ≤

(
lsj − Lr,s

j r
)2 ⇒

∥∥∥∥Lr,s
j

[
K(r)
In

x

]
P (r)−

1
2 δ̃

∥∥∥∥2 ≤
(
lsj − Lr,s

j r
)2

. (210)

两边取平方根得到∥∥∥P (r)−
1
2

[
K(r)⊤In

x⊤]
Lr,s
j

⊤
∥∥∥α ≤

(
lsj − Lr,s

j r
)
⇒

∥∥∥∥Lr,s
j

[
K(r)
In

x

]
P (r)−

1
2 δ̃

∥∥∥∥ ≤
(
lsj − Lr,s

j r
)
. (211)

因此，满足系统约束在所有满足终端集合约束 (13) 的状态下的 α 的最大值，通过求解线性规划 (30) 可
得。
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直观地，(67) 表示候选管的尺寸上限从 sT s+τ 开始比 sT s 低，并以因子 e−ρτ 向 sT s+τ 指数收缩。因
此，候选管尺寸的上限以因子 ρ 收缩到先前的最优管尺寸。这是合理的，因为管的动力学 (41e) 以指数
方式趋向于 w̄

ρ 的最大值。
让我们用归纳法证明这一点。在 τ = 0 处，(67) 显然成立。假设 (67) 在 τ = 0 处成立，我们可以证

明它也成立于 τ > 0 ：

∂

∂τ

(
sτ − sT s+τ + e−ρτsT s

) (41e)
= − ρsτ + w̄ + ρsT s+τ − w̄ − ρe−ρτsT s (212a)

= − ρ
(
sτ − sT s+τ + e−ρτsT s

)
(212b)

(67)
≥ 0. (212c)

由于 sτ−sT s+τ+e−ρτsT s 的值初始为负，其导数在 sτ−sT s+τ+e−ρτsT s < 0为正，在 sτ−sT s+τ+e−ρτsT s =
0 为零，sτ − sT s+τ + e−ρτsT s 指数收敛于零。因此，我们可以得出结论，(67) 在 τ ≥ 0 成立。
为了证明终端集合 (75) 对于 τ ≥ 0 是保持不变的，我们需要展示如果在预测时间 t 时终端集合约束

在时间 T 满足，即 √
V δ(z∗

T |t,x
r
t+T ) + sT ≤ α, (213)

，那么该终端集合约束也应在时间 t 对于 T + τ , τ ≥ 0 满足，即√
V δ(z∗

T+τ |t,x
r
t+T+τ ) + sT+τ ≤ α. (214)

。
由于在预测范围的这一部分没有干扰因素，我们知道终端控制律 κf(z∗

T+τ |t,x
r
t+T+τ )确保了

√
V δ(z∗

T+τ |t,x
r
t+T+τ )

至少收缩了 ρ ，如 (46) 所示。考虑到终端集合满足条件 (213) ，可以得到以下上界：√
V δ(z∗

T+τ |t,x
r
t+T+τ ) ≤ e−ρτ (α− sT ) . (215)

如果终端集合是不变的，该方程的右侧由 (214) 导出的上界为 α− sT+τ ：

e−ρτ (α− sT ) ≤ α− sT+τ , (216)

对于 τ = 0 来说，这是显而易见满足的。对 τ > 0 进行类似于 (81) 的不等式计算，得出

e−ρτ (α− sT ) ≤ α− sT+τ (217a)(
1− e−ρτ

)
α ≥ −e−ρτsT + sT+τ (217b)(

1− e−ρτ
)
α ≥ −e−ρτ

(
1− e−ρT

) w̄
ρ
+
(
1− e−ρ(T+τ)

) w̄

ρ
(217c)(

1− e−ρτ
)
α ≥

(
−e−ρτ + e−ρ(T+τ) + 1− e−ρ(T+τ)

) w̄

ρ
(217d)(

1− e−ρτ
)
α ≥

(
1− e−ρτ

) w̄
ρ

(217e)

α ≥ w̄

ρ
. (217f)

。因此，终端集合 (75) 是不变的，前提是 α ≥ w̄
ρ 。

B RPI LMI (136) 的证明
附录的目的是设计一个 LMI，以确保子水平集 V δ(x, z) ≤ δ2 对于受到干扰的动力学 (38) 和 w =
wb +w0 ∈ wb ⊕W 是 RPI，其中 W 由 (39) 给出。给定状态无关的 P δ ，V δ(x, z) 由 (131) 给出。因
此，我们希望以下性质成立：

d

dt
V δ(x, z) ≤ 0, ∀δ⊤P δδ ≥ δ2, ∀w0 ∈ W , (218)

，其中 δ 在 (47) 中定义。
利用 P δ 的状态独立性，我们可以去除积分并简化 (122b) 中 d

dtV
δ(x, z) 的上界如下：

δ⊤
(
Acl⊤P δ + P δAcl

)
δ + δ⊤P δEw0 +

(
Ew0

)⊤
P δδ ≤ 0, (219)
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或者，或者， [
δ
1

]⊤ [
Acl⊤P δ + P δAcl P δEw0(

Ew0
)⊤

P δ 0

] [
δ
1

]
≤ 0. (220)

。我们希望这个不等式对所有满足 δ⊤P δδ ≥ δ2 的 δ 和所有 w0 ∈ W 成立。由于 W 是一个多面体
集且 w0 在线性出现在上述不等式中，只需检查不等式是否对 W 的顶点成立，即，不等式应对所有
w0 ∈ vert(W) 成立。
为了加强这些特性，我们可以使用 S-程序，该程序指出 λF1 − F2 ⪰ 0, λ ≥ 0 是使蕴涵 x⊤F1x ≤

0 =⇒ x⊤F2x ≤ 0 成立的充分条件 [48] 。在这种情况下，我们利用 S-程序来强制以下蕴涵成立：

δ⊤P δδ ≥ δ2 =⇒
[
δ
1

]⊤ [
Acl⊤P δ + P δAcl P δEw0(

Ew0
)⊤

P δ 0

] [
δ
1

]
≤ 0. (221)

对这一蕴涵左侧的项重新排序得到
δ2 − δ⊤P δδ ≤ 0, (222)

，可以写成矩阵形式如 [
δ
1

]⊤ [
−P δ 0
0 δ2

] [
δ
1

]
≤ 0. (223)

。现在，我们可以应用 S-程序，得到

x :=

[
δ
1

]
, (224a)

F1 :=

[
−P δ 0
0 δ2

]
, (224b)

F2 :=

[
Acl⊤P δ + P δAcl P δEw0(

Ew0
)⊤

P δ 0

]
, (224c)

。通过计算这个 LMI 得到

λ

[
−P δ 0
0 δ2

]
−

[
Acl⊤P δ + P δAcl P δEw0(

Ew0
)⊤

P δ 0

]
⪰ 0. (225)

，使用 λ ≥ 0 进行前后乘得到

−

[
Acl⊤P δ + P δAcl + λP δ P δEw0(

Ew0
)⊤

P δ −λδ2

]
⪰ 0, (226a)[

Acl⊤P δ + P δAcl + λP δ P δEw0(
Ew0

)⊤
P δ −λδ2

]
⪯ 0, (226b)

。填入 Acl 的定义得到P δ−1
(
Acl⊤P δ + P δAcl + λP δ

)
P δ−1

P δ−1 (
P δEw0

)((
Ew0

)⊤
P δ

)
P δ−1 −λδ2

 ⪯ 0, (227a)

[
P δ−1

Acl⊤ +AclP δ−1
+ λP δ−1

Ew0(
Ew0

)⊤ −λδ2

]
⪯ 0. (227b)

，其在第 4.3.2 节相同的坐标变换下，以及状态无关的 Xδ = P δ−1 和状态相关的 Y δ(x) = Kδ(x)P δ ，并
利用 P δ 的对称性，得到以下 LMI：[

XδA(ζ)
⊤
+ Y δ(x)

⊤
B(ζ)

⊤
+A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x) + λXδ Ew0(
Ew0

)⊤ −λδ2

]
⪯ 0, (228a)[

A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x) +
(
A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x)

)⊤
+ λXδ Ew0(

Ew0
)⊤ −λδ2

]
⪯ 0. (228b)

。
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该附录的目标是推导 LMI，以确保根据 (43c)，使用收紧常数 co 和增量 Lyapunov函数 V δ(x, z)，使
障碍物回避约束满足 Lipschitz 连续性。遵循与 [32] 类似的步骤，我们首先推导出一般约束 gj(x,u) ≤ 0
的 Lipschitz 界，即，关于以下形式的 j ∈ N[1,n] 的界限，其中 n 是约束的数量：
这些约束相对于状态 x 和输入 u 的线性化为
其中 δ 在 (47) 中定义。这给出了以下 Lipschitz 界：
我们可以将 ∥δ∥P δ 的表达式改写为
得到
定义 δ̃ := P δ

1
2 δ 给出了以下不等式：

该方程左侧的上限为
因此，(??) 成立的充分条件是
在以下内容中，我们具体推导了用于障碍规避约束的 LMI。首先注意，障碍规避约束 (3) 已经是线性

的，并且不依赖于输入 u 。因此，我们可以写如下等式：

∂go

∂x
|x +

∂go

∂u

∂u

∂x
|x = LoM. (229)

将此表达式填入 (??) 中得到如下不等式：∥∥∥LoMP δ−
1
2

∥∥∥ ≤ co. (230)

如 (3) 中所述，多面体障碍规避约束总是可以标准化，使得 ∥Lo∥ = 1 。因此，我们可以写出∥∥∥LoMP δ−
1
2

∥∥∥ ≤ ∥Lo∥
∥∥∥MP δ−

1
2

∥∥∥ =
∥∥∥MP δ−

1
2

∥∥∥ . (231)

。因此，以下的蕴含关系成立：∥∥∥MP δ−
1
2

∥∥∥ ≤ coIn
p

=⇒
∥∥∥LoMP δ−

1
2

∥∥∥ ≤ co. (232)

通过计算该蕴含关系的左侧并应用坐标变换 Xδ := P δ−1 ，得到∥∥∥MP δ−
1
2

∥∥∥ ⪯ coIn
p

(233a)∥∥∥MP δ−
1
2

∥∥∥2 ⪯ co2In
p

(233b)∥∥∥∥(MP δ−
1
2

)⊤∥∥∥∥2 ⪯ co2In
p

(233c)∥∥∥P δ−
1
2M⊤

∥∥∥2 ⪯ co2In
p

(233d)(
P δ−

1
2M⊤

)⊤ (
P δ−

1
2M

)
⪯ co2In

p
(233e)

MP δ−
1
2P δ−

1
2M⊤ ⪯ co2In

p
(233f)

MP δ−1
M⊤ ⪯ co2In

p
(233g)

co2In
p
−MP δ−1

M⊤ ⪰ 0 (233h)

co2In
p
−MP δ−1

P δP δ−1
M⊤ ⪰ 0 (233i)

co2In
p
−MXδXδ−1

XδM⊤ ⪰ 0. (233j)

取该 LMI 的舒尔补可以得到 [
co2In

p
MXδ(

MXδ
)⊤

Xδ

]
⪰ 0. (234)

C 终端集合 (164) 不变性的证明
本附录中的证明与附录 ?? 中的证明步骤类似。为了证明终端集 (164) 对于 τ ≥ 0 是不变的，我们需要证
明如果在时间 t 的预测时间 T 满足终端集约束，即√

V δ(z∗
T |t,x

r
t+T ) + sT + ϵ ≤ α, (235)
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那么在时间 t 对于 T + τ , τ ≥ 0 也应该满足终端集约束，即√
V δ(z∗

T+τ |t,x
r
t+T+τ ) + sT+τ + ϵ ≤ α. (236)

由于在预测范围此部分没有干扰，我们知道终端控制律 κf(z∗
T+τ |t,x

r
t+T+τ )确保

√
V δ(z∗

T+τ |t,x
r
t+T+τ )

至少按照 (46) 收缩了 ρ 。给定终端集满足条件 (235) ，这给出了以下上界：√
V δ(z∗

T+τ |t,x
r
t+T+τ ) ≤ e−ρτ (α− sT − ϵ) . (237)

。如果终端集是不变的，则该方程的右边由 (236) 导出被上界为 α− sT+τ − ϵ ：

e−ρτ (α− sT − ϵ) ≤ α− sT+τ − ϵ, (238)
，这对于 τ = 0 是显然满足的。解决 τ > 0 的不等式，类似于 (217) ，得出

e−ρτ (α− sT − ϵ) ≤ α− sT+τ − ϵ (239a)(
1− e−ρτ

)
α ≥ −e−ρτsT + sT+τ +

(
1− e−ρτ

)
ϵ (239b)(

1− e−ρτ
)
α ≥ −e−ρτ

(
1− e−ρT

) w̄o

ρ
+
(
1− e−ρ(T+τ)

) w̄o

ρ
+

(
1− e−ρτ

)
ϵ (239c)(

1− e−ρτ
)
α ≥

(
1− e−ρτ + e−ρ(T+τ) + e−ρ(T+τ)

) w̄o

ρ
+
(
1− e−ρτ

)
ϵ (239d)(

1− e−ρτ
)
α ≥

(
1− e−ρτ

) w̄o

ρ
+
(
1− e−ρτ

)
ϵ (239e)

α ≥ w̄o

ρ
+ ϵ. (239f)

。因此，只要 α ≥ w̄o

ρ + ϵ ，终端集 (164) 是不变的。

D ϵ -RPI LMI (183) 的证明
本附录的目标是设计一个 LMI，确保次水平集 V δ(x, x̂) ≤ ϵ2 对于估计状态动态 ˙̂x （由 (177) 给
出，y ∈ Rny

和 η ∈ H 在 (144) 中定义，H 在 (145) 中定义）和受到干扰的动态 ẋ （由 (38) 给出，
w = wb +w0 ∈ wb ⊕W 和 W 在 (39) 中定义）之间的误差是 RPI 的。
给定状态无关的 P δ ，V δ(x, x̂) 由

V δ(x, x̂) := (x− x̂)⊤P δ(x− x̂). (240)
给出。为了使 V δ(x, x̂) 的 ϵ 子水平集成为 RPI，我们希望满足以下属性：

d

dt
V δ(x, x̂) ≤ 0, ∀ϵ⊤P δϵ ≥ ϵ2, ∀w0 ∈ W ∀η ∈ H, (241)

，其中 ϵ 在 (157) 中定义。使用以下额外的简写符号 ϵ̇ 和 Acl ：

ϵ̇ = ẋ− ˙̂x,

= f(x, κ(x̂, z,v)) + Ew −
(
f(x̂, κ(x̂, z,v)) + Ewb + L(Fη + C(x− x̂))

)
= f(x, κ(x̂, z,v))− f(x̂, κ(x̂, z,v)) + Ew0 − L(Fη + Cϵ), (242)

A := A(γx,γu), (243)

我们可以对 V δ(x, x̂) 的时间导数进行上界估计，即
d

dt
V δ(x, x̂) = (ϵ̇)⊤P δϵ+ ϵ⊤P δ ϵ̇

= 2ϵ⊤P δ ϵ̇ (244a)
= 2ϵ⊤P δ

(
f(x, κ(x̂, z,v))− f(x̂, κ(x̂, z,v)) + Ew0 − L(Fη + Cϵ)

)
(244b)

= 2ϵ⊤P δ (f(x, κ(x̂, z,v))− f(x̂, κ(x̂, z,v)))− 2ϵ⊤P δLCϵ

+ 2ϵ⊤P δ
(
Ew0 − LFη

)
(244c)

(a)
≤2ϵ⊤P δAϵ− 2ϵ⊤P δLCϵ+ 2ϵ⊤P δ

(
Ew0 − LFη

)
(244d)

= 2ϵ⊤P δ (A− LC) ϵ+ 2ϵ⊤P δ
(
Ew0 − LFη

)
(244e)

= ϵ⊤
(
(A− LC)

⊤
P δ + P δ (A− LC)

)
ϵ+ ϵ⊤P δ

(
Ew0 − LFη

)
+
(
Ew0 − LFη

)⊤
P δϵ, (244f)
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，其中 (a) 是通过知道存在一个 s ∈ [0, 1] 得到的，使得此表达式通过 MVT 成立。
设置期望的上界为 (241) ，得到

d

dt
V δ(x, x̂) ≤ϵ⊤

(
(A− LC)

⊤
P δ + P δ (A− LC)

)
ϵ+ ϵ⊤P δ

(
Ew0 − LFη

)
+

(
Ew0 − LFη

)⊤
P δϵ

≤0, (245)

或者，也可以是 [
ϵ
1

]⊤ [
(A− LC)

⊤
P δ + P δ (A− LC) P δ

(
Ew0 − LFη

)(
Ew0 − LFη

)⊤
P δ 0

] [
ϵ
1

]
≤ 0. (246)

。只需对 w0 ∈ vert(W) 和 η ∈ vert(H) 强制执行此不等式，因为 W 和 H 是凸多面体集合。
遵循与附录 B 中推导类似的 S-程序，得到以下 LMI：使用乘子 λϵ ≥ 0 ，对于 w0 ∈ vert(W) 和

η ∈ vert(H) 的 [
(A− LC)

⊤
P δ + P δ (A− LC) + λϵP δ P δ

(
Ew0 − LFη

)(
Ew0 − LFη

)⊤
P δ −λϵϵ2

]
⪯ 0, (247)

。
从这里开始，按照附录 B 中所示的相同步骤，可以得到以下的 ϵ -RPI LMI：[

Xδ (A(ζ)− LC)
⊤
+ (A(ζ)− LC)Xδ + λϵXδ Ew0 − LFη(

Ew0 − LFη
)⊤ −λϵϵ2

]
⪯ 0, (248)

，其中包括 λϵ ≥ 0 ，并针对 w0 ∈ vert(W) 和 η ∈ vert(H) 。
注意，这个 LMI 与附录 B 中推导的 RPI LMI 相似，但在左上角的块中增加了与 L 成比例的项，在

右上角和左下角的块中用 Ew0 − LFη 代替了 Ew0 。

E δ -RPI LMI (186) 的证明
本附录的目标是推导出 LMI，以确保子级集 V δ(x̂, z) ≤ δ2 对于由 (177) 中定义的估计状态动态 ˙̂x 和
(144) 中定义的 y ∈ Rny

及 η ∈ H ，以及在 (145) 中定义的 H 与观测器误差 ϵ（在 (157) 中定义，满足
ϵ⊤P δϵ ≤ ϵ2 ）之间的误差是 RPI，正如 LMI (183) 所强制的。
为了使 δ 的 V δ(x, x̂) 子水平集成为 RPI，我们希望以下性质成立：

d

dt
V δ(x̂, z) ≤ 0, ∀δ⊤P δδ ≥ δ2, ∀ϵ⊤P δϵ ≤ ϵ2, ∀η ∈ H, (249)

，其中 δ 和 ϵ 分别在 (156) 和 (157) 中定义。使用以下 Acl 的简写符号：

Acl := A(ζ) +B(ζ)Kδ(x), (250)

我们可以对 V δ(x̂, z) 的时间导数作上界

d

dt
V δ(x̂, z) = δ̇

⊤
P δδ + δ⊤P δδ̇ (251a)

= 2δ⊤P δδ̇ (251b)
= 2δ⊤P δ

(
f(x̂, κ(x̂, z,v)) + Ewb + LFη + LCϵ− f(z,v)− Ewb) (251c)

= 2δ⊤P δ (f(x̂, κ(x̂, z,v))− f(z,v)) + 2δ⊤P δ(LFη + LCϵ) (251d)
(a)
≤2δ⊤P δAclδ + 2δ⊤P δ(LFη + LCϵ) (251e)

= δ⊤Acl⊤P δδ + δ⊤P δAclδ + (LFη + LCϵ)⊤P δδ + δ⊤P δ(LFη + LCϵ) (251f)

= δ⊤
(
Acl⊤P δ + P δAcl

)
δ + (LCϵ)⊤P δδ + δ⊤P δLCϵ

+ (LFη)⊤P δδ + δ⊤P δLFη, (251g)

=

δϵ
1


Acl⊤P δ + P δAcl P δLC P δLFη

(LC)⊤P δ 0n
x

0

(LFη)
⊤
P δ 0 0


δϵ
1

 , (251h)
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其中 (a) 是通过知道存在一个 s ∈ [0, 1] ，使得这个表达式通过 MVT 成立而得到的。
从 (249) 设定期望的上限得出

d

dt
V δ(x̂, z) ≤

δϵ
1


Acl⊤P δ + P δAcl P δLC P δLFη

(LC)⊤P δ 0n
x

0

(LFη)
⊤
P δ 0 0


δϵ
1

 ≤ 0. (252)

。由于 H 是一个凸多面体集合，因此只需对 η ∈ H 强制执行此不等式即可。
应用 S-程序以确保不等式 ∀δ⊤P δδ ≥ δ2 对于

x :=

δϵ
1

 , (253a)

F1 :=

−P δ 0n
x

0
0n

x
0n

x
0

0 0 δ2

 , (253b)

F2 :=

Acl⊤P δ + P δAcl P δLC P δLFη
(LC)⊤P δ 0n

x
0

(LFη)
⊤
P δ 0 0

 , (253c)

成立，得到以下 LMI:

λδ

−P δ 0n
x

0
0n

x
0n

x
0

0 0 δ2

−

Acl⊤P δ + P δAcl P δLC P δLFη
(LC)⊤P δ 0n

x
0

(LFη)
⊤
P δ 0 0

 ⪰ 0 (254a)

Acl⊤P δ + P δAcl P δLC P δLFη
(LC)⊤P δ 0n

x
0

(LFη)
⊤
P δ 0 0

− λδ

−P δ 0n
x

0
0n

x
0n

x
0

0 0 δ2

 ⪯ 0 (254b)

Acl⊤P δ + P δAcl + λδP δ P δLC P δLFη
(LC)⊤P δ 0n

x
0

(LFη)
⊤
P δ 0 −λδδ2

 ⪯ 0, (254c)

和 λδ ≥ 0 。
我们希望这个 LMI 成立 ∀ϵ⊤P δϵ ≤ ϵ2 。再次应用 S-程序，这次使用

x :=

δϵ
1

 , (255a)

F1 :=

0nx
0n

x
0

0n
x

P δ 0
0 0 −ϵ2

 , (255b)

F2 :=

Acl⊤P δ + P δAcl + λδP δ P δLC P δLFη
(LC)⊤P δ 0 0

(LFη)
⊤
P δ 0 −λδδ2

 , (255c)

得到以下 LMI：

λδ,ϵ

0nx
0n

x
0

0n
x

P δ 0
0 0 −ϵ2

−

Acl⊤P δ + P δAcl + λδP δ P δLC P δLFη
(LC)⊤P δ 0n

x
0

(LFη)
⊤
P δ 0 −λδδ2

 ⪰ 0 (256a)

Acl⊤P δ + P δAcl + λδP δ P δLC P δLFη
(LC)⊤P δ 0n

x
0

(LFη)
⊤
P δ 0 −λδδ2

− λδ,ϵ

0nx
0n

x
0

0n
x

P δ 0
0 0 −ϵ2

 ⪯ 0 (256b)

Acl⊤P δ + P δAcl + λδP δ P δLC P δLFη
(LC)⊤P δ −λδ,ϵP δ 0

(LFη)
⊤
P δ 0 λδ,ϵϵ2 − λδδ2

 ⪯ 0, (256c)
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与 λδ, λδ,ϵ ≥ 0 。通过

P δ−1
0n

x
0

0n
x

P δ−1
0

0 0 1

 进行前后乘得出
P δ−1

0n
x

0

0n
x

P δ−1
0

0 0 1


Acl⊤P δ + P δAcl + λδP δ P δLC P δLFη

(LC)⊤P δ −λδ,ϵP δ 0

(LFη)
⊤
P δ 0 λδ,ϵϵ2 − λδδ2


P δ−1

0n
x

0

0n
x

P δ−1
0

0 0 1

 ⪯ 0

(257a)P δ−1
Acl⊤P δ +Acl + λδ LC LFη

P δ−1
(LC)⊤ −λδ,ϵ 0

(LFη)
⊤
P δ 0 λδ,ϵϵ2 − λδδ2


P δ−1

0n
x

0

0n
x

P δ−1
0

0 0 1

 ⪯ 0

(257b)P δ−1
Acl⊤ +AclP δ−1

+ λδP δ−1
LCP δ−1

LFη

P δ−1
(LC)⊤ −λδ,ϵP δ−1

0

(LFη)
⊤

0 λδ,ϵϵ2 − λδδ2

 ⪯ 0.

(257c)

。填入 Acl 的定义得到P δ−1 (
A(ζ) +B(ζ)Kδ(x)

)⊤
+
(
A(ζ) +B(ζ)Kδ(x)

)
P δ−1

+ λδP δ−1
LCP δ−1

LFη

P δ−1
(LC)⊤ −λδ,ϵP δ−1

0

(LFη)
⊤

0 λδ,ϵϵ2 − λδδ2

 ⪯ 0,

(258)
，在坐标变换 Xδ := P δ−1

, Y δ(x) := Kδ(x)Xδ 下得到以下 LMI：A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x) +
(
A(ζ)Xδ +B(ζ)Y δ(x)

)⊤
+ λδXδ LCXδ LFη(

LCXδ
)⊤ −λδ,ϵXδ 0

(LFη)
⊤

0 λδ,ϵϵ2 − λδδ2

 ⪯ 0. (259)

F 范数线性矩阵不等式 (194d) 的证明
本附录的目的是展示 (195) 是由 LMI (194d) 强制执行的。
将 (195) 平方得到 ∥∥∥P δ

1
2LCP δ−

1
2

∥∥∥2 ≤ l2. (260)

将这个不等式化为矩阵形式得到∥∥∥P δ
1
2LCP δ−

1
2

∥∥∥2 =
(
P δ

1
2LCP δ−

1
2

)⊤ (
P δ

1
2LCP δ−

1
2

)
(261a)

(a)
= P δ−

1
2 (LC)⊤P δ

1
2P δ

1
2LCP δ−

1
2 (261b)

= P δ−
1
2 (LC)⊤P δLCP δ−

1
2 (261c)

≤ l2In
x
, (261d)

，其中 (a) 由 P δ 的对称性保持。左右两边同时乘以 P δ
1
2 得到

(LC)⊤P δLC ⪯ l2P δ, (262)

或者，相当于
l2P δ − (LC)⊤P δP δ−1

P δLC ⪰ 0. (263)
通过利用 P δ ⪰ 0 对这个 LMI 进行 Schur 补，可以得到[

P δ P δLC(
P δLC

)⊤
l2P δ

]
⪰ 0, (264)

，这相当于 LMI (194d) 。
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