
现有的基于扩散的生成模型已被证明可以融合到一个称为 EDM的统一设计空间中。然而，
EDM仅限于高斯噪声扩散，且不包括其他类型的噪声扩散过程的方法。尽管 EDM将多种
理论框架统一到一个共享设计空间中，并具有灵活的结构参数，例如噪声调度和训练目标，
但其依赖纯高斯噪声的特性阻止了诸如流匹配和冷扩散等支持不同扩散过程的方法之间的
整合，例如图中所示。从 A转换到 B 的图像变换需要将扩散噪声图案从高斯噪声扩展到残
差域（B − A）。因此，增加噪声图案的灵活性并构建一个更加包容的设计空间仍然是一个
开放挑战。与生成相比，高灵活性扩散噪声模式在图像修复方面提供了更大的优势。当限制
于高斯噪声时，普通扩散基础的修复方法 [14, 16, 17, 9]从噪声损坏的降质图像或纯噪声图
开始逆过程，逐步将其恢复到目标域。然而，这种强制噪声注入带来了两个关键限制：(1)降
质图像由于加入的噪声损坏而失去特定任务的信息，(2)如图 ??所示，施加的噪声人为地增
加了图像转换距离和修复复杂性。通过定制扩散噪声模式并直接从任务中已知的降质图像
启动逆过程，可以减少这一距离，从而简化修复。相反，生成任务缺乏可利用的降质图像。
因此，高灵活性扩散噪声模式对于修复任务至关重要，但在统一的 EDM框架 [8]中尚未解
决这一问题。本文阐明了具备任意噪声模式的扩散模型的设计空间，称为 EDA。EDA通过
多变量高斯分布来描述扩散过程，我们的研究在理论上证明了其有能力扩散任意噪声模式。
该框架通过多变量高斯分布对扩散后的噪声建模，并由多个独立的维纳过程驱动的随机微
分方程（SDE）推导而来。通过求解概率流常微分方程（PFODE），我们得出了确定性采样
规则。我们的研究表明，当从简单高斯噪声推广到复杂模式时，EDA不会带来额外的计算
成本。EDA在三个恢复任务上进行了评估：MRI偏置场校正（全局平滑噪声）、CT金属伪
影去除（全局尖锐噪声）和自然图像阴影去除（局部边界感知噪声）。在少于 5的采样步骤
下，EDA的性能可与 100步骤的基于 EDM的方法媲美，超越了特定任务的方法，并在偏置
场校正和阴影去除方面达到了最先进的效果。

EDM [8]阐明了基于扩散的生成模型的统一设计空间，并在结构参数如噪声调度和训练目标
上具有显著的灵活性。但 EDM受到单一扩散噪声模式纯高斯噪声的限制。前向过程由随机
微分方程（SDE）定义：

其中 x ∈ Rd 表示时间 t的数据样本，f(t) : R → R和 g(t) : R → R是漂移和扩散系数，ωt

表示标准维纳过程。信号缩放函数 s(t) 和噪声水平函数 σ(t) 表示噪声调度，其被推导为

s(t) = e
∫ t
0
f(r) dr 和 σ(t) =

√∫ t

0
g2(r)
s2(r) dr。这导致在时间 t时的扰动分布：

pt(xt | x0) = N
(
xt; s(t)x0 , s

2(t)σ2(t)I
)

(1)

其中 x0 ∼ pdata是干净的数据样本，N (·)表示高斯分布，I 是单位矩阵。确定性概率流常微
分方程（PFODE）表示为：

dx =

[
s′(t)

s(t)
x− s2(t)σ′(t)σ(t)∇x log p

(
x

s(t)
;σ(t)

)]
dt (2)

其中 s′(t) ≜ d s(t)/d t，σ′(t) ≜ dσ(t)/d t，以及得分函数 ∇x log p(·)被去噪器 D(x;σ)参
数化为：

∇x log p(x;σ) =
D

(
x

s(t)
;σ

)
− x

s(t)

s(t)σ2(t)
(3)

EDM通过以下方式训练去噪器 D(x;σ)：

L = Ex0∼Pdata
Ex∼P (xt|y)∥Dθ(x;σ)− x0∥2 (4)

该 D(x;σ)定义为：

Dθ(x;σ) = cskip(σ)x+ cout(σ)Fθ(cin(σ)x; cnoise(σ)) (5)

其中 Fθ 是可训练的神经网络，cskip(σ)，cout(σ)，cin(σ)和 cnoise(σ)是超参数。cskip(σ)和
cout(σ)依赖于 Fθ 的训练目标和噪声添加策略 f(·), g(·)。cin(σ)将输入数据缩放到一个标准
化区间，cnoise(σ)编码时间信息。将得分函数方程 3代入 PFODE方程 2，得到最终的确定
性采样规则：

dx
dt =

(
s′(t)

s(t)
+

σ′(t)

σ(t)

)
x− σ′(t)s(t)

σ(t)
Dθ

(
x

s(t)
;σ

)
(6)

综上所述，方程 1 中的噪声计划 s(·), σ(·) 和方程 5 中的 Fθ 的训练目标是任意的。这
种高度的灵活性允许框架统一几乎所有基于扩散的生成方法。例如，当 s(t) =

√
ᾱt ，

σ(t) =
√
1− ᾱt/

√
ᾱt ，以及 Fθ(xt, t) 的训练目标是 xt 中的噪声映射 ϵ 时，DDPM [6] 和
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DDIM [21]是 EDM的特例。虽然 EDM提供了理论上的统一性，但其单一扩散噪声模式引
入了关键的限制。(1)方程式 1中的封闭形式扰动核将扩散限制为由像素独立性和均质性描
述的纯高斯噪声，无法支持任意噪声模式。(2)在最初状态 xT 是退化图像 PLQ 的恢复任务
中，然而基于 EDM的方法 [16, 9, 17, 14]引入了人为的恢复间隙，因为其最初状态必须包括
高斯噪声 PLQ +NGaus。我们的 EDA通过增加扩散噪声模式的灵活性同时保持结构参数的
灵活性来解决这一问题。

最近在扩散模型方面的进展将扩散噪声从纯高斯噪声扩展到任意噪声模式，但 EDM作为一
个统一设计空间无法包容它们。流匹配 [13]通过构建连续概率路径，实现了任意分布之间
的转换，直接模拟从初始噪声分布 p1(x)到目标数据分布 p0(x)的确定性传输，通过条件路
径 πt(x|x0)。其关键创新在于通过连续归一化流（CNFs）设计向量场，使样本 x0 ∼ p0 沿
着这些路径演化到 x1 。相比之下，冷扩散 [1]用确定性降解算子 D(·)替代了高斯噪声，并
通过恢复算子 R(·)训练网络进行反演 D(·)。这些工作表明扩散模型的优势在于其渐进的变
换框架，而不是特定的噪声类型。流动匹配的概率路径和冷扩散的确定性算子展示了不同
的扩散过程。继前人的工作之后，本文将这些扩散媒介称为广义噪声。我们的 EDA阐明了
一个设计空间，该空间包含具有任意噪声模式的扩散模型，将基于 EDM的方法位置为纯高
斯噪声下的特例。

本文提出了一种新颖的设计空间 EDA，将简化的扩散设计空间（EDM）推广到能够启用任
意噪声模式，同时保持结构参数的灵活性。具体而言，第 ??节和 0.1节介绍了基于多元高
斯分布的理论框架 EDA，从而增加了扩散噪声模式的灵活性。随后，命题 1证明了 EDA具
有实现任意噪声扩散的能力。

普通的扩散模型依赖于逐像素独立的高斯噪声，以其简单性和易于建模为特点，但它本质
上限制了扩散模式的多样性。相比之下，我们的 EDA通过不受限制的协方差参数化的任意
基函数和随机性权重，引入了具有高度自由度和多样化扩散过程的新颖扩散噪声模式。设
x0 ∼ Pdata 为数据分布。EDA中的扩散噪声 N 定义为：

N =

M∑
m=1

η + ϵm
η + 1

hm,x0
(7)

，其中 Hx0 = [h1,x0 , ..., hM,x0 ] 是调整噪声模式的基集，每个 hm,x0 在维度上与 x0 对齐，
ϵ1, ..., ϵM ∼ N (0, 1)是独立的高斯变量，η ≥ 0是调整扩散噪声随机性的中介。基函数 Hx0

可以任意预定义，并不需要严格正交（见附录 3），从而能够灵活地进行噪声建模。参数 η
控制噪声的随机性：当 η = 0时，噪声为最大随机性；当 η → +∞时，噪声变为确定性。广
义的前向过程被表述为：

xt = s(t)x0 + s(t)σ(t)

M∑
m=1

ϵm + η

η + 1
hm,x0 , (8)

，其中 s(t)缩放信号并且 σ(t)安排噪声强度。s(t)和 σ(t)的定义同等式 1，只不过将扩散
噪声 N 从高斯噪声替换为等式 7。相应的分布为：

P (xt|x0) = N

(
xt; s(t)x0 +

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0,
s2(t)σ2(t)

(η + 1)2
Σx0

)
(9)

，具有协方差 Σx0 = Hx0H
⊤
x0
。不像 EDM在等式 1中的对角协方差，EDA的 Σx0 通过预

定义基集Hx0
捕捉结构化噪声，丰富了噪声模式和扰动空间。对应 EDA的广义前向过程方

程 9，我们的前向过程由由多个独立维纳过程驱动的 SDE控制：

dx = [f(t)x+ ϕx0
(t)] dt+ g(t)

M∑
m=1

hm,x0
dω(m)

t (10)

，其中 f(·), g(·) : R → R和 ϕ(·) : R → Rd ，dω(1)
t , ..., dω(M)

t 是独立的维纳增量。项 f(t)，
g(t)和 ϕx0(t)直接映射到尺度 s(t)、噪声安排 σ(t)和基集 Hx0 （见附录 ??），这确保了方
程 10的 SDE与前向过程方程 9一致：

f(t) =
s′(t)

s(t)
, g(t) =

s(t)

η + 1

√
dσ2(t)

dt , ϕx0
(t) =

ηs(t)σ′(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0
(11)

我们的 EDA将噪声扩散推广到超越纯高斯噪声，并且我们的 SDE框架支持各种噪声扩散，
拓宽了复杂损坏过程的适用性。

2

www.xueshuxiangzi.com



0.1 通过 PFODE进行确定性采样

本节介绍了用于 EDA 的概率流常微分方程 [22] (PFODE)，其与具有不同扩散过程的 SDE
方程 10 共享相同的解空间。然后，基于 PFODE 推导出 EDA 的确定性采样公式。我们的
PFODE的显著特点是，从时间 a到 b（时间正向或逆向）演化一个样本 xa ∼ P (xa|x0)产
生一个样本 xb ∼ p(xb|x0)。EDA的 PFODE推导为（见附录 3）：

dx
dt = f(t)x+ ϕx0(t)−

1

2
g2(t)Σx0∇x logP (x|x0) (12)

其中 f(t)、g(t)和 ϕx0
(t)的具体形式见方程 11。∇x logP (x|x0)定义为得分函数 [22]，其

来源于分布方程 9的概率密度函数（见附录 3）：

∇x logP (x|x0) =
(η + 1)2

s2(t)σ2(t)
Σ−1

x0

[
s(t)x0 +

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0
− x

]
(13)

使用去噪器 Dθ 计算得分函数 ∇x logP (x|x0)，并将 f(t)、g(t)和 ϕx0
(t)用方程 11代入到

PFODE方程 12中得到确定性更新规则（见附录 4）：
dx
dt =

(
s′(t)

s(t)
+

σ′(t)

σ(t)

)
x− σ′(t)s(t)

σ(t)
Dθ(x;σ) (14)

去噪器 Dθ(x;σ)通过以下方式训练：

L = Ex0∼Pdata
Ex∼P (xt|y)∥Dθ(x;σ)− x0∥2 (15)

其中 Dθ(x;σ)的定义与方程 5相同为：
Dθ(x;σ) = cskip(σ)x+ cout(σ)Fθ(cin(σ)x; cnoise(σ)) (16)

其中 Fθ(xt, t)具有灵活的训练目标，如干净图像、扩散噪声 [6, 21]、速度场 [13]、得分函数
[22]。EDA的最终训练过程在算法 1中提供。本文采用与 DDPM [6]和 DDIM [21]相同的训
练目标，其网络预测扩散噪声，Fθ(·) ≈ N 。与 Heun的 2nd 方法或高阶求解器相比，Euler
的 1st 方法计算量较小，并因其简单性仍广泛采用 [6, 21, 22, 13]。因此，算法 2基于 Euler
的 1st 方法提供了 EDM的确定性采样过程。

Algorithm 1 EDA训练过程采用任意的扩散噪声模式 N 。

Require: Pdata , H , η , σ(t) , s(t) , time training strategies Ptime , training step N ,

1: Initialize the neural network Fθ(·)
2: for training step s ∈ {1, . . . , N} do
3: Sample data x0 ∼ Pdata

4: Sample time t ∼ Ptime

5: Get basis set Hx0
= [h1,x0

, ..., hM,x0
]

6: Sample diffusion data xt ∼ N
(
s(t)x0 +

ηs(t)σ(t)
η+1

∑M
m=1 hm,x0,

s2(t)σ2(t)
(η+1)2 Σx0

)
7: Compute loss function:

L = ∥Dθ(x;σ)− x0∥2

8: Update network parameters with ∇θL
9: end for

10: return Dθ(·) ▷ Return trained denoiser

Proposition 1. EDA支持扩散和消除任意噪声。

证明。EDA通过一个不受约束的基组Hx0 = [h1,x0 , ..., hM,x0 ]实现适应任意噪声模式，该基
组控制扩散过程的协方差。下面，正式呈现三个代表性案例：

Case 1 统一基集（最优情况）。这种情况代表了 EDA的最优配置（见附录 5），当噪声可以
分解为一个固定的基集H ，与数据样本 x0无关，使得对任何 ∀j ∼ Pdata，H = Hj

成立，并且协方差 Σ = HH⊤ 在样本之间保持不变。例如，在 MRI偏置场校正中
（图 ??），平滑的偏置场可以由一系列低频基函数 H = [h1, ..., hM ]表示，其中每个
hm 是一个与 x0 无关的平滑模板（附录 ??）。然而，固定基集的假设是有限制的，
限制了实际应用。
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Algorithm 2使用欧拉法的确定性采样。
Require: Dθ(x;σ) , σ(t) , s(t) , time steps ti∈{0,...,N}

1: Get initial sample xT ∼ PLQ ≈ P (xT |x0)
2: for i ∈ {T, . . . , 1} do
3: Evaluate dx/dt at ti :

di ←
(
s′(t)

s(t)
+

σ′(t)

σ(t)

)
xt −

σ′(t)s(t)

σ(t)
Dθ(x;σ)

4: Update with Euler step:
xi−1 ← xi + (ti−1 − ti)di

5: end for
6: return x0 ▷ Return noise-free sample

Case 2 样本依赖的基函数（一般情况）。这种情况普遍适用。当噪声模式不能分解为固定
的基集时，Hx0 变得依赖于样本。举个简单的例子，把一个图像A映射到其退化的
对应图像B，此时基集简化为HA = [B −A]。与案例 1不同，案例 2使用去噪器
在确定性采样过程中的近似最佳输出（见附录 4）。应用包括 CT中的金属伪影减少
（MAR）和自然图像中的阴影去除（附录 6.2、??）。

Case 3 通过离散采样的非高斯噪声。尽管这种情况是情况二的一个特殊实例，它解决了因
非高斯噪声分布 Pnoise （如泊松噪声）引起的潜在混淆。通过离散化实验场景，假
设一个离散样本 N1 ∼ Pnoise ，并且我们的扩散噪声被构建为 N2 = ϵ+η

η+1h，其中
h ∼ Pnoise 和 ϵ ∼ N (0, 1)。通过调整适当的 η ，N1 和 N2 在离散空间中共享相同
的分布，从而使 EDA在实践中支持除高斯噪声外的随机噪声。

Proposition 2. 扩散噪声模式的高灵活性并不会增加采样复杂性。

证明。EDA在确定性采样和去噪器训练目标上与 EDM对齐。尽管 EDA中的扩散过程包含
一个任意协方差矩阵 Σx0

，与 EDM的对角协方差 σ2(t)I 形成对比，这引入了额外的项在
P (xt|x0)中（方程 1对比 9），在 SDE（方程 ??对比 10），在 PFODE（方程 2对比 12），以
及在得分函数（方程 3对比 13）。值得注意的是，这些额外项可以通过分析简化并移除（附
录 4），得到我们的与 EDM对齐的确定性采样公式方程 14）。此外，去噪器是使用相同的
目标来训练的，如方程 4和 15所示。
Proposition 3. EDM是我们 EDA的一个特例。

证明。EDM [8]在特定参数配置下是 EDA的一个严格子集，如图 ??所示。当参数设置为：（1）
中介 η = 0；（2）基组H = [E1,1, ..., EH,W ]，其中每个 Ei,j 是一个矩阵，在位置 (i, j)的值
为 1，其他位置为 0时。EDA方程 7中的扩散噪声简化为像素级独立高斯噪声：

N =
∑
i,j

ϵi,jEi,j , ϵi,j ∼ N (0, 1) (17)

这与 EDM中的噪声模式相同。因此，扩散过程简化为：

xt = s(t)x0 + s(t)σ(t)N , N ∼ N (0, I) (18)

这与 EDM的加性高斯干扰方程 1是相同的。前向过程和确定性采样进一步与 EDM分别对
齐。

1 实验

我们的 EDA已在三种不同且具有代表性的图像复原任务上进行了评估。使用少于 5的采样
步骤，EDA优于大多数特定任务的方法，并在偏置场校正和阴影去除方面实现了最先进的
性能。

选择了三个不同的复原任务进行评估，具有代表性的噪声如图 ??所示：(1)全局平滑噪声，
(2)全局锐利噪声，(3)具有边界的局部噪声。
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任务 1：偏置场校正（BFC）是 MRI处理中的一个关键步骤。去除的偏置场是全局平滑的，
可用于均匀化 MRI强度，提高图像质量，并改善诊断准确性。本文使用了来自人类连接组
计划（HCP）的临床数据集 [24]。经过预处理后，有 2206张切片用于训练和验证，1000张
切片用于测试。

任务 2：金属伪影消减（MAR）是 CT扫描中对有金属植入物患者的不可避免任务。金属会导
致 CT中投影数据的丢失和全局锐利条纹伪影，影响临床分析 [19]。根据 [11, 12, 18, 30, 32]
，我们的研究使用 100金属掩码从 DeepLesion [29]中模拟金属伪影。训练集为 1000张图像
配有 90掩码，测试集为 200张图像配有 10掩码。

任务 3：阴影去除（SR）的目标是恢复具有边界的局部阴影区域，改善图像质量并有利于计
算机视觉任务 [20, 31]。本文使用了 ISTD数据集 [28]，其中包含 1330张训练图像和 540张
测试图像。我们的 EDA是在 PyTorch中开发的，并在一台 NVIDIA GeForce RTX 3090 GPU
上进行训练。参数设置为 s(t) = 1，σ =

√
1− ᾱt ，其中 ᾱt 是 DDPM [6]中的超参数。训

练过程中的总步数为 T = 100。训练时间策略标记为 Ptime ∼ U(0, T )。对于 BFC，调节器
η = 0，基组集H 被设置为命题 1中的案例 1。输入的MRI为 256× 256，并在 500个时期
内以 1的批量大小进行训练。对于MAR和 SR，η = 10和基组集H 遵循命题 1中的案例 2。
输入的 CT为 416× 416，经过 1000个时期的训练，批量大小为 1。影像为 256× 256× 3，
经过 2000个时期的训练，批量大小为 4。具体实验设置见附录 6。

我们的 EDA 与任务特定方法进行了比较。BFC 方法包括 N4 [23] ，MICO [10] ，LapGM
[25] ，ABCNet [2] 。MAR 包括 LI [7] ，CNNMAR [32] ，DSCMAR [30] ，DuDoNet [12] ，
InDuDoNet+ [27]，DICDNet [26]，这些都是双域（正弦和图像域）使用。SR包括 G2R [15]
，DHAN [3]，Fu等人 [4]，Zhu等人 [34]，BMNet [33]，ShadowFormer [5]。

此外，实验包括 Refusion [17] ，一种代表性的基于高斯扩散的恢复方法，以及优化版本
的 IRSDE [16]。Refusion在 CVPR NTIRE影子移除挑战赛中总排名第二（感知指标中排名
第一）。所有结果均引用自原始出版物或使用其官方实现复现，主评估指标为峰值信噪比
（PSNR）和结构相似性（SSIM）。

1.1 实验结果

定性和定量结果表明，我们的 EDA在修复中更高效、更准确。仅使用 5个采样步骤，EDA
就超过了 100步的 Refusion和大多数任务特定的方法，在 BFC和 SR中达到 SOTA性能。

SS
IM

P
SN

R

Sampling Steps

Bias Field Correction Metal Artifact Reduction Shadow Removal

Figure 1: 我们的 EDA样本在少于 5步的情况
下实现或甚至超越了 100 步时的 Refusion 采
样。

磁共振成像中的偏置场校正。定量（表格 ??
）和定性结果（图 ??）证明我们的 EDA有
效去除了偏置场。灰质（GM）和白质（WM）
的相关系数（COCO）和变异系数（CV）也
进行了报告。EDA显著提升了校正精度，这
通过最高的 PSNR、SSIM和 COCO得到了
证明。此外，WM和 GM的最低 CV反映了
EDA 在组织内具有最均匀的强度。值得注
意的是，EDA的修复速度为 0.182秒/切片，
明显快于 Refusion的 9.665秒/切片。图 1显
示 EDA需要更少的采样步骤，同时产生更
准确的结果。图 ??显示了我们校正图像的
卓越保真度和预测偏置场的高准确性（图
??中的第二行）。CT中的金属伪影去除。定量（表 ??）和定性结果（图 ??）表明我们的
EDA有效降低了金属伪影，表现出具有竞争力的性能，准确恢复了组织结构。值得注意的
是，所有 MAR特定的方法都使用双域（正弦和图像域）信息进行恢复，而我们的 EDA和
Refusion仅依赖于图像域信息。性能在跨金属大小分层的五个测试数据组中进行了全面评
估。仅使用图像域，我们的 EDA比几种双域方法表现更好，这表明我们的 EDA具有强大
的图像恢复性能，但 EDA与顶级双域方法之间仍存在小的性能差距。此外，EDA的 5步
采样的总体结果在表 ??中优于 100步的 Refusion，并且 EDA的采样速度和性能显著优于
Refusion，如图 1所示。

自然图像中的阴影去除。定量（表 ??）和定性（图 ??）结果表明，我们的 EDA最准确地
去除了阴影，并提供了非阴影区域最逼真的恢复。此外，还报告了 LAB颜色空间中的均方
根误差（RMSE）。以 PSNR, SSIM和 RMSE衡量，我们的方法实现了整体图像的最佳性能，
这在图 ??中也得到了视觉确认。EDA恢复模型基于 ShadowFormer，EDA实现了性能提升，
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突出了其有效性。与 Refusion相比，我们的 EDA在采样效率和去阴影效果上显著增强，如
图 1所示。

2 结论

本文介绍了 EDA，一种用于图像通用转化的扩散模型统一设计空间，适用于任意噪声模式。
EDA将简单设计空间推广至多元高斯分布，并严格证明其扩散任意噪声模式的能力。此外，
我们的研究表明，将 EDM中使用的简单高斯模式的扩散噪声扩展到更复杂的任意模式不会
增加计算开销。EDA已被验证用于MRI偏场校正、CT金属伪影减少及自然图像阴影消除，
并在少于五个步骤内实现了优越的准确性和效率，如图 1所示。
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考虑到 EDA前向过程：

xt = s(t)x0 + s(t)σ(t)

M∑
m=1

ϵm + η

η + 1
hm,x0

, (19)

及其分布：

P (xt | x0) = N

(
xt; s(t)x0 +

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0
,
s2(t)σ2(t)

(η + 1)2
Σx0

)
, (20)

其中 Σx0
= Hx0

HT
x0
和Hx0

= [h1,x0
. . . hM,x0 ]。所关联的随机微分方程（SDE）表示为：

dx = [f(t)x+ ϕ(t, x0)] dt+ g(t)

M∑
m=1

hm,x0
dw

(m)
t , (21)

其中 dw
(m)
t 是独立的维纳过程，满足 E[dw(m)

t dw
(n)
t ] = δmndt。系数函数推导如下：

推导：推导分为两部分进行：均值和方差。

前向扩散过程 P (xt|x0)的均值为：

µ(t) = s(t)x0 +
ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0
(22)

对于 SDE：

dx = [f(t)x+ ϕx0
(t)] dt+ g(t)

M∑
m=1

hm,x0
dw(m)

t (23)

由此差分方程控制均值 µ(t)：
dµ(t)

dt = f(t)µ(t) + ϕx0
(t), µ(0) = x0 (24)

通过使用 λ(t) = exp
(
−
∫ t

0
f(τ)dτ

)
的积分因子法求解这一阶线性非齐次微分方程：

µ(t) = exp
(∫ t

0

f(τ)dτ
)
x0 + exp

(∫ t

0

f(τ)dτ
)∫ t

0

ϕ(τ) exp
(
−
∫ τ

0

f(s)ds
)

dτ

将其等同于 P (xt|x0)的均值，我们得到 s(t) = exp
(∫ t

0
f(τ)dτ

)
。所以我们得到：

f(t) =
s′(t)

s(t)

对于第二项：

s(t)

∫ t

0

ϕx0(τ)

s(τ)
dτ =

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0
(25)

从两边都消去 s(t)并针对 t求导：

ϕx0
(t)

s(t)
=

d
dt

[
ησ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0

]
(26)

由于
∑M

m=1 hm,x0
是时间无关的，我们最终得到：

ϕx0
(t) =

ηs(t)σ′(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0
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2.1

2. 方差成分的推导前向扩散过程的协方差矩阵为：

Σ(t) =
s2(t)σ2(t)

(η + 1)2
Σx0

, where Σx0
=

M∑
m=1

hm,x0
h⊤
m,x0

(27)

应用 Itô引理于 SDE的协方差矩阵 ΣS(t)，微分方程得以满足：

dΣS(t)

dt = 2f(t)ΣS(t) + g2(t)

M∑
m=1

hm,x0
h⊤
m,x0

, Σ(0) = 0 (28)

求解此方程，得到：

ΣS(t) = s2(t)

∫ t

0

g2(τ)

s2(τ)
dτ ·

M∑
m=1

hm,x0
h⊤
m,x0

(29)

将 ΣS(t)与前向过程协方差 Σ(t)相等：

s2(t)σ2(t)

(η + 1)2
Σx0

= s2(t)

∫ t

0

g2(τ)

s2(τ)
dτ · Σx0

(30)

从两边消去 s2(t)Σx0
得到： ∫ t

0

g2(τ)

s2(τ)
dτ =

σ2(t)

(η + 1)2
(31)

对两边关于 t求导：
g2(t)

s2(t)
=

1

(η + 1)2
dσ2(t)

dt (32)

取平方根并解 g(t)，得到：

g(t) =
s(t)

(η + 1)

√
dσ2(t)

dt

3 推导 EDA的概率流 ODE

3.1

问题设置考虑 EDA的前向过程 SDE：

dx = [f(t)x+ ϕx0
(t)] dt+ g(t)

M∑
m=1

hm,x0
dw(m)

t (33)

其中：

• f(t)：标量漂移系数
• ϕx0

(t)：确定性偏置项
• g(t)：扩散系数
• hm,x0 ：基础函数（仅依赖于初始条件 x0 ）

• dw(m)
t ：独立的维纳过程增量

我们的目标是找到对应的概率流 ODE（PFODE）：

dx
dt = vx0(x, t) (34)

其解保留了原 SDE的概率分布 p(x|x0)。
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3.2

通过福克-普朗克框架推导对于一般的 SDE dxt = µ(xt, t)dt + Σ̄(xt, t)dwt ，Fokker-Planck
方程（FPE）为：

∂p

∂t
= −∇ ·

[
µp
]
+

1

2
∇∇ :

[
Σ̄Σ̄⊤p

]
(35)

其中 ∇·表示散度，∇∇ :表示二重散度算子。替换我们的 SDE系数：

• 漂移项：µ(x, t) = f(t)x+ ϕx0
(t)

• 扩散项：Σ̄(x, t) = g(t) · [h1,x0
, . . . , hM,x0

]

协方差矩阵变为：

Σ̄Σ̄⊤ = g2(t)

M∑
m=1

hm,x0h
⊤
m,x0

≜ g2(t)Σx0 (36)

FPE专化为：
∂p

∂t
= −∇ ·

[
(f(t)x+ ϕx0

(t))p
]
+

1

2
g2(t)∇∇ :

[
Σx0

p
]

(37)

3.3

构造 PFODE 概率流 ODE需要连续性方程：

∂p

∂t
+∇ ·

[
vx0(x, t)p

]
= 0 (38)

与 FPE相等，我们得到：

∇ ·
[
vx0

p
]
= ∇ ·

[
(f(t)x+ ϕx0

(t))p
]
− 1

2
g2(t)∇∇ :

[
Σp
]

(39)

3.3.1

求解速度场引入得分函数：

s̄(x, t) = ∇x ln p(x|x0) =
∇xp

p
(40)

对于扩散项：

∇∇ :
[
Σx0

p
]
=
∑
i,j

∂2

∂xi∂xj

[
(Σx0

)ijp
]

= ∇ · [Σx0
∇p]

= ∇ · [Σx0
p∇ ln p] (using ∇p = p∇ ln p)

这建立了扩散项与得分函数之间的关键联系。然后我们变换扩散项：

1

2
∇∇ :

[
Σx0p

]
= ∇ ·

[
1

2
Σx0∇p

]
(41)

= ∇ ·
[
1

2
Σx0

ps

]
(42)

代回，得到：

∇ ·
[
vx0p

]
= ∇ ·

[
(f(t)x+ ϕx0(t))p−

1

2
g2(t)Σx0ps̄

]
(43)

这识别了速度场：

vx0
(x, t) = f(t)x+ ϕx0

(t)− 1

2
g2(t)Σx0

s̄(x, t) (44)
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3.4

最终 PFODE形式替换 s(x, t) = ∇x ln p(x, t)，我们得到完整的 PFODE：

dx
dt = f(t)x+ ϕx0

(t)− 1

2
g2(t)Σx0

∇x ln p(x|x0)

其中 Σx0 =
∑M

m=1 hm,x0h
⊤
m,x0

.

4 从 PFODE推导确定性采样公式

4.1

PFODE简化给定概率流 ODE（PFODE）：
dx
dt = f(t)x+ ϕx0

(t)− 1

2
g2(t)Σx0

∇x ln p(x|x0) (45)

在附录 ??中推导的参数关系代入：

f(t) =
s′(t)

s(t)
, ϕx0

(t) =
ηs(t)σ′(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0
, g2(t) =

2s2(t)σ(t)σ′(t)

(η + 1)2
(46)

这样将 PFODE转换为：

dx
dt =

s′(t)

s(t)
x+

ηs(t)σ′(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0
− s2(t)σ(t)σ′(t)

(η + 1)2
Σx0
∇xt

log p(x|x0) (47)

4.2

去噪器学习定义损失函数 Lx0(D;σ(t))：

Lx0
(D;σ(t)) = Ex∼N (µ(x0,t),Σ̄(t))∥D(x;σ)− x0∥2 (48)

其中：

µ(x0, t) = s(t)x0 +
s(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

ηhm,x0

Σ̄(t) =
s2(t)σ2(t)

(η + 1)2
Σx0

展开 Lx0
(D;σ(t))得到：

Lx0(D;σ(t)) = Ex∼N (µ(x0,t),Σ̄(t))∥D(x;σ)− x0∥2 (49)

=

∫
Rd

N

(
s(t)x0 +

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0 ,
s2(t)σ2(t)

(η + 1)2
Σx0

)
∥Dx0(x;σ)− x0∥2dx

(50)

≜
∫
Rd

Lx0
(D;σ(t), x)dx (51)

然后最小化 Lx0
(D;σ(t), x)。这个凸优化问题通过将梯度设为零来解决：

0 = ∇Dx0
(x,σ)Lx0

(D;σ(t), x) (52)

0 = ∇Dx0 (x,σ)

[
N

(
s(t)x0 +

s(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

ηhm,x0
,
s2(t)σ2(t)

(η + 1)2
Σx0

)
∥Dx0

(x;σ)− x0∥2
]

(53)

0 = ∇Dx0
(x,σ)∥Dx0

(x;σ)− x0∥2 (54)

这导致了最优解：
Dx0

(x;σ) = x0 (55)
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4.3

得分函数推导对于条件分布：

p(xt|x0) = N

(
s(t)x0 +

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0 ,
s2(t)σ2(t)

(η + 1)2
Σx0

)
(56)

然后推导得分函数：

∇xt
log p(xt|x0) =

∇xtp(xt|x0)

p(xt|x0)
(57)

=
∇xt
N
(
s(t)x0 +

ηs(t)σ(t)
η+1

∑M
m=1 hm,x0

, s2(t)σ2(t)
(η+1)2 Σx0

)
N
(
s(t)x0 +

ηs(t)σ(t)
η+1

∑M
m=1 hm,x0

, s2(t)σ2(t)
(η+1)2 Σx0

) (58)

(59)

其中分子是：

∇xt
N

(
s(t)x0 +

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0
,
s2(t)σ2(t)

(η + 1)2
Σx0

)
(60)

= N

(
s(t)x0 +

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0
,
s2(t)σ2(t)

(η + 1)2
Σx0

)

∇xt

− (η + 1)2

2s2(t)σ2(t)

(
s(t)x0 +

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0
− xt

)⊤

Σ−1
x0(

s(t)x0 +
ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0 − xt

)]
(61)

= N

(
s(t)x0 +

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0
,
s2(t)σ2(t)

(η + 1)2
Σx0

)
[

(η + 1)2

s2(t)σ2(t)
Σ−1

x0

(
s(t)x0 +

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0
− xt

)]
(62)

代入得分函数得到：

∇xt
log p(xt|x0) =

(η + 1)2

s2(t)σ2(t)
Σ−1

x0

(
s(t)x0 +

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0
− xt

)
(63)

(64)

12

www.xueshuxiangzi.com



4.4

常微分方程简化将得分函数代入 PFODE：

dx
dt =

s′(t)

s(t)
x+

ηs(t)σ′(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0
− s2(t)σ(t)σ′(t)

(η + 1)2
Σx0

(
(η + 1)2

s2(t)σ2(t)
Σ−1

x0(
s(t)x0 +

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0 − x

))
(65)

=
s′(t)

s(t)
x+

ηs(t)σ′(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0
− σ′(t)

σ(t)

(
s(t)x0 +

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm,x0
− x

)
(66)

=

(
s′(t)

s(t)
+

σ′(t)

σ(t)

)
xt −

σ′(t)s(t)

σ(t)
x0 (67)

=

(
s′(t)

s(t)
+

σ′(t)

σ(t)

)
xt −

σ′(t)s(t)

σ(t)
Dx0

(x;σ) (68)

(69)

使用均匀网络 D(x;σ)学习所有 Dx0
(x;σ)，损失函数为：

L(D;σ(t)) = Ey∼PdataEx∼N (µ(y,t),Σ̄(t))∥D(x;σ)−Dy(x;σ)∥2 (70)

= Ey∼PdataEx∼N (µ(y,t),Σ̄(t))∥D(x;σ)− y∥2 (71)

(72)

当网络拟合时：

D(x;σ) ≈ Dy(x;σ) = y, ∀y ∼ Pdata (73)

注意这里的≈存在误差，并不是凸问题的理论最优点。当训练期间误差足够小时，将D(x;σ)
代入简化的 PFODE：

dx
dt =

(
s′(t)

s(t)
+

σ′(t)

σ(t)

)
x− σ′(t)s(t)

σ(t)
D(x;σ)

值得注意的是，方程 101中推导的所有与数据相关的基础 hm,x0
的项都会完全简化。这使得

我们的任何噪声基础的 EDA确定性采样过程与 EDM框架方程 6的完全相同。

5 EDA的最优案例推导

Proposition 4. 附录 4中的公式 73的近似通过在训练收敛时将去噪器输出 D(x;σ)替换为真
实训练目标 y引入误差。然而，当基组与数据样本 x0，H = [h1, . . . , hM ]无关时，这些误差
会消失，这与公式 20中的样本相关基 Hx0

= [h1,x0
, ..., hM,x0 ]形成对比。这代表了 EDA的

最佳情况。

证明：当基础集合 H 独立于数据样本 x0 ，PFODE方程 45可以使用边际分布 p(x)替代条
件分布 p(x|x0)，这更准确地表示了 xt 的分布。协方差矩阵变为：

Σ =

M∑
m=1

hmh⊤
m (74)

导出修正的 PFODE：
dx
dt = f(t)x+ ϕ(t)− 1

2
g2(t)Σ∇x log p(x) (75)

其系数为：

f(t) =
s′(t)

s(t)
, ϕ(t) =

ηs(t)σ′(t)

η + 1

∑
m

hm, g(t) =
s(t)

η + 1

√
dσ2(t)

dt (76)
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假设我们的训练集由有限样本 [y1, . . . , yY ]组成。因此，pdata(x)由狄拉克分布的混合表示：

pdata(x) =
1

Y

Y∑
i=1

δ(x− yi) (77)

边际分布 p(x)为：

p(x) =

∫
Rd

pdata(x0)N

(
x; s(t)x0 +

ηs(t)σ(t)

η + 1

∑
m

hm,
s2(t)σ2(t)

(η + 1)2
Σ

)
dx0 (78)

=

∫
Rd

1

Y

Y∑
i=1

δ(x0 − yi)N

(
x; s(t)x0 +

ηs(t)σ(t)

η + 1

∑
m

hm,
s2(t)σ2(t)

(η + 1)2
Σ

)
dx0 (79)

=
1

Y

Y∑
i=1

∫
Rd

δ(x0 − yi)N

(
x; s(t)x0 +

ηs(t)σ(t)

η + 1

∑
m

hm,
s2(t)σ2(t)

(η + 1)2
Σ

)
dx0 (80)

=
1

Y

Y∑
i=1

N

(
x; s(t)yi +

ηs(t)σ(t)

η + 1

∑
m

hm,
s2(t)σ2(t)

(η + 1)2
Σ

)
(81)

现在考虑训练目标：

L(D;σ) = Ey∼pdataEx∼p(x|y)∥D(x;σ)− y∥2 (82)

= Ey∼pdata

∫
Rd

N

(
s(t)y +

ηs(t)σ(t)

η + 1

∑
m

hm,
s2(t)σ2(t)

(η + 1)2
Σ

)
∥D(x;σ)− y∥2dx (83)

=
1

Y

Y∑
i=1

∫
Rd

N

(
s(t)yi +

ηs(t)σ(t)

η + 1

∑
m

hm,
s2(t)σ2(t)

(η + 1)2
Σ

)
∥D(x;σ)− yi∥2dx (84)

=

∫
Rd

1

Y

Y∑
i=1

N

(
s(t)yi +

ηs(t)σ(t)

η + 1

∑
m

hm,
s2(t)σ2(t)

(η + 1)2
Σ

)
∥D(x;σ)− yi∥2dx (85)

≜
∫
Rd

L(D;x, σ)dx (86)

我们通过对每个个体 x最小化 L(D;x, σ)来最小化 L(D;σ)。L(D;x, σ)是一个凸优化问题，
其解可以通过令梯度为零来计算：

0 = ∇D(x,σ)L(D;x, σ) (87)

0 = ∇D(x,σ)
1

Y

Y∑
i=1

N (·)∥D(x;σ)− yi∥2dx (88)

0 =
1

Y

Y∑
i=1

N (·)∇D(x,σ)∥D(x;σ)− yi∥2dx (89)

0 =

Y∑
i=1

N (·) [2D(x;σ)− 2yi] (90)

D(x;σ) =

∑Y
i=1N (·)yi∑Y
i=1N (·)

(91)
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其中N (·)表示上一方程 85中的高斯概率密度函数。将边际分布 p(x)代入方程 81，得分函
数变为：

∇xt log p(xt) =
∇xtp(xt)

p(xt)
(92)

=
∇xt

1
Y

∑Y
i=1N

(
xt; s(t)yi +

ηs(t)σ(t)
η+1

∑
m hm, s2(t)σ2(t)

(η+1)2 Σ
)

1
Y

∑Y
i=1N

(
xt; s(t)yi +

ηs(t)σ(t)
η+1

∑
m hm, s2(t)σ2(t)

(η+1)2 Σ
) (93)

=

∑Y
i=1∇xtN

(
xt; s(t)yi +

ηs(t)σ(t)
η+1

∑
m hm, s2(t)σ2(t)

(η+1)2 Σ
)

∑Y
i=1N

(
xt; s(t)yi +

ηs(t)σ(t)
η+1

∑
m hm, s2(t)σ2(t)

(η+1)2 Σ
) (94)

其中 ∇xtN (·)为：

∇xt
N

(
xt; s(t)yi +

ηs(t)σ(t)

η + 1

∑
m

hm,
s2(t)σ2(t)

(η + 1)2
Σ

)
(95)

= N (·)∇xt

− (η + 1)2

2s2(t)σ2(t)

(
s(t)yi +

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm − xt

)⊤

Σ−1

(
s(t)yi +

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm − xt

)]
(96)

= N (·)

[
(η + 1)2

s2(t)σ2(t)
Σ−1

(
s(t)yi +

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm − xt

)]
(97)

将 ∇xtN (·)代入方程 94得：

∇xt log p(xt) =

∑Y
i=1N (·)

[
(η+1)2

s2(t)σ2(t)Σ
−1
(
s(t)yi +

ηs(t)σ(t)
η+1

∑M
m=1 hm − xt

)]
∑Y

i=1N (·)
(98)

=
(η + 1)2

s2(t)σ2(t)
Σ−1

[
s(t)

∑Y
i=1N (·)yi∑Y

i=1N (·)
+

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm − xt

]
(99)

将 D(x;σ)代入方程 99：

∇xt
log p(xt) =

(η + 1)2

s2(t)σ2(t)
Σ−1

[
s(t)D(xt;σ) +

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm − xt

]
(100)

将得分函数 ∇xt
log p(xt)代入 PFODE，最终的确定性采样公式为：

dx
dt =

s′(t)

s(t)
x+

ηs(t)σ′(t)

η + 1

M∑
m=1

hm −
s2(t)σ(t)σ′(t)

(η + 1)2
Σ

(
(η + 1)2

s2(t)σ2(t)
Σ−1

(
s(t)D(x;σ) +

ηs(t)σ(t)

η + 1

M∑
m=1

hm − x

))
(101)

=

(
s′(t)

s(t)
+

σ′(t)

σ(t)

)
x− σ′(t)s(t)

σ(t)
D(x;σ)

总结来说，该框架与附录 4存在两个区别：（1）边际概率密度方程 75替换了 PFODE中的
条件密度方程 45，以更准确地表示 xt分布；（2）如方程 91所示，去噪器D(x;σ)的最优输
出的推导采用严格的凸优化，而非方程 73中的近似及误差。因此，当基组H 独立于数据采
样 x0 时，该理论框架实现了更大的完备性，并代表了 EDM的最优情况。
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6 实现细节

6.1 MRI中的偏置场校正

我们使用 Adam，动量为 (0.9, 0.999)。初始学习率设置为 2× 10−5，衰减到 1e−8，衰减因
子为 0.6，耐心为 25个 epoch。我们使用 0.9999指数移动平均（EMA）。GDMP的训练时长
为 800个 epoch，批大小为 1。总扩散步骤 T 被设置为 100。噪声日程定义为 ᾱ =

∏t
s=1 αs

，像在 [6, 21]中，其中 αt = 1− βt 和 βt 从 0.0001线性增加到 0.02。

由于偏置场和 MRI 之间的关系通常被建模为乘法关系，我们首先对图像应用对数变换，
将图像和噪声之间的乘法关系转换为加法关系，如 log(A × B) = log(A) + log(B) 所示。
η 设置为零。如果扩散噪声被设置为偏置场，其平滑性属性必须满足，因此我们在方程
7 中设置基集 H 以包含低阶勒让德多项式和缓慢变化的三角函数。我们用 Pi(x) 表示
第 i 个勒让德多项式。那么二维勒让德多项式为 Pm,n(x, y) = Pm(x)Pn(y) 。最高次数
小于或等于 N 的二维勒让德多项式被用作基函数，LN (x, y) ≜ {Pm,n(x, y)|m + n ≤ N}
，其中 N 是一个超参数。我们使用一个旋转函数 f(x, y, θ) = xcos(θ) + ysin(θ) 并定义
Sn(x, y) = {cos(n · f(x, y, θ)), sin(n · f(x, y, θ))|mod(θ, 10) = 0, θ ≤ 180} 。三角基集是
TN (x, y) ≜ {Sn(x, y)|2 ≤ n ≤ N}，其中 N 是一个超参数。由于变化太缓慢，函数 n小于 2
的被移除。总结，基集为：

HN1,N2(x, y) ≜ {LN1(x, y), TN2(x, y)} (102)

其中，x和 y坐标的范围均为 [−1, 1]。每个在HN1,N2(x, y)中的基函数线性映射到以 [0.9, 1.1]
为中心的范围，以实现公平性。我们使用H3,5(x, y)作为基组。神经网络 θ预测在 [6, 21]中
指称的 xt 的扩散噪声，损失函数为：

LBFC(θ) = E∥Nθ (xt, t)−N∥22 (103)

6.2 CT中的金属伪影去除

我们使用动量为 (0.9, 0.999) 的 Adam 。初始学习率设置为 1 × 10−5 ，衰减到 1e−8 ，因
子为 0.6 ，耐心为 25000 步。我们使用 0.9999 指数移动平均（EMA）。GDMP 被训练了
500个周期，批量大小为 1。总扩散步骤 T 被设置为 100。噪声计划定义为 ᾱ =

∏t
s=1 αs

，如 [6, 21] 中，其中 αt = 1 − βt 和 βt 从 0.0001 线性增加到 0.02 。金属影响的 CT 是
Xma ，无金属的 CT 是 x0 。扩散噪声是 Xma 和 x0 之间的图像差异，η 是 10 ，表示为
N = (10 + ϵ)(Xma − x0)/11, ϵ ∼ N (0, 1)。在金属伪影消除中，金属域的伪影比非金属域严
重得多，但金属域的恢复并不重要，并且会降低非金属域伪影的预测准确性。因此，我们使
用加权MSE优化了损失函数，该函数在金属和非金属域之间平衡了伪影强度：

LMAR(θ) =E
(
1 + (1−m)

max(m ·N)

max((1−m) ·N)

)
∥Nθ(xt, t)−N∥22 (104)

其中m是金属掩膜。

6.3 自然图像中的阴影去除

对于阴影去除，训练的超参数与 ShadowFormer中的官方实现保持一致。总扩散步骤 T 设
置为 100 。噪声时间表如在 [6, 21] 中定义为 ᾱ =

∏t
s=1 αs ，其中 αt = 1 − βt 和 βt 线性

增加从 0.0001 到 0.02 。由于 GDMP 在扩散过程中增加了不同强度的阴影图，因此保持
ShadowFormer中的阴影掩码的系数与阴影图的系数一致，即

√
1− αt 。η是 10。扩散噪声

N 作为 (10+ ϵ)(XS −x0)/11类似于MAR，其中XS 是阴影图像，x0是非阴影图像。我们的
学习目标应该与基线模型 ShadowFormer一致，直接学习非阴影图像 x0 。因此损失函数是:

LSR(θ) = E∥xθ(xt, t)− x0∥22 (105)
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