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Abstract

自然语言充满了表面上不同但意思相同的陈述，例如“Charles Darwin wrote”和“Charles
Darwin is the author of”。在这些情况下，大型语言模型（LLM）应该产生相同的下一个词
的概率，但通常并非如此。已经探索了经验性的变通方法，例如使用 k -NN的句子相似性
估计来生成平滑的估计。在本文中，我们更抽象地解决这个问题，引入了用于 LLM的范畴
同伦框架。我们引入了一个 LLM马尔可夫范畴，以表示由 LLM生成的语言中的概率分布，
其中句子的概率，例如“Charles Darwin wrote”，由马尔可夫范畴中的一个箭头定义。然
而，这种方法遇到了困难，因为语言充满了等价的重述，每个重述在 LLM马尔可夫范畴中
生成一个非同构的箭头。为了解决这一基本问题，我们使用范畴同伦技术来捕捉 LLM马尔
可夫范畴中的“弱等价性”。我们详细概述了从高等代数 K理论到模型范畴，将过去半个世
纪发展出的强大的理论成果应用于 LLM的范畴同伦方法。

Keywords Large Language Models · Category Theory · Homotopy Theory · AI · ·Machine Learning

∗Draft under review.

www.xueshuxiangzi.com



A preprint - August 15, 2025

Contents

2

www.xueshuxiangzi.com



A preprint - August 15, 2025

1 介绍

近年来，大型语言模型（LLMs）基于 Transformer 模型 [?] 和相关的结构化状态空间序列模型 [Gu et al.,
2022] 的成功，彻底改变了人工智能。LLMs 通过使用海量数据 [Bommasani et al., 2022] 构建大型基础模
型，使得近期实现人工通用智能（AGI）[Morris et al., 2023] 成为可能。最近的进展，例如 DeepSeek-R1
[DeepSeek-AI et al., 2025]表明，通过使用基于强化学习 [?] 的试错搜索来构建问题，可以大幅降低构建这
些模型的计算成本。然而，这些系统到底在学习什么仍然不清楚。此外，关于 LLMs的现有理论结果，一方
面表明它们无法识别 Dyck语言或计算奇偶函数 [Hahn, 2020, Merrill et al., 2022]，另一方面又表明它们是
序列上的通用函数逼近器 [?] 。

我们的方法受到语言范畴模型的启发 [Asudeh and Giorgolo, 2020, Bradley et al., 2022, Coecke, 2019]，但这
些方法未解决语义同伦的问题：何时语言中两个看似不同的句子“表示”相同的意思？例如，Bradley et al.
[2022]为 LLM定义了一个句法范畴（见定义 ??）和一个语义范畴（见定义 ??），其中对象是句子的片段 x，
态射 x→ y代表通过 y可能扩展片段 x的方式。可能的补全集合被表示为单位区间 [0, 1]的一个富加性单体
预序范畴中的对象，其中逻辑连接词如蕴含被定义为伴随函子。Merrill et al. [2024]调查了是否可以从 LLM
中的共现模式中学习到蕴含。这些研究都没有关注同伦。在关于使用对称单体范畴建模语言的庞大作品中
量子自然语言处理 [Coecke, 2020, Coecke et al., 2010]，将自然语言转换成用于量子计算的电路 [Coecke and
Kissinger, 2017]。有一个名为 lambeq [Kartsaklis et al., 2021]的 Python包。量子 NLP工作尚未解决同伦
问题。他们的方法基于由 Lambek前群文法定义的语言组合理论，这是一种由部分有序幺半群定义的范畴类
型 [Lambek, 2006]。

LLMs将句子前缀编码为固定大小的表示，并使用此编码预测文本中的下一个单词。但对于自然语言的释义
来说，这种下一个标记的预测是具有挑战性的：例如，“Charles Dickens is the author of”应生成与“Charles
Dickens wrote”相同的下一个标记分布。Khandelwal et al. [2020]使用最近邻方法来提高 LLM在此类下一
个标记预测问题上的性能。我们的工作提出了一种严格的同伦理论来分析相似的文本片段。我们的同伦框架
也与关于 LLM模型蒸馏的研究 [Hsieh et al., 2023]相关，但这些方法通常依赖于监督训练来构建较小的特定
任务模型，而我们提出的是对模型参数所在的低维流形的内部分析。最后，我们的工作与利用商业 LLM实
现中的对数概率或对数几率信息来揭示内部架构细节 [Finlayson et al., 2024]的研究相关，这些研究通过
寻找线性低维矩阵流形来实现，其中 logit分数所处的位置，但我们的方法使用了更强大的非线性同伦方法。

为了阐述主要思想，我们提出使用马尔可夫范畴 [Fritz, 2020]的框架来建模大语言模型，这是一种对称单模
范畴，每个对象上都有共模的“复制-删除”结构。这种马尔科夫范畴最近被证明能够进行广泛而复杂的概率
和统计推理，并且具有一种与替代的“汇编语言”测度理论基础相比，使用更为简便的图示基础。自然语言
短语上的概率分布在马尔科夫范畴中被编码为箭头。

f : ψ→ Charles Darwin wrote

然而，一个即时的困境是，仅靠一个 LLM马克夫类别本身无法识别该释义

g : µ→ Charles Darwin is the author of

应被视为与上一个箭头“同构”。换句话说，在 LLM马尔可夫范畴中，存在许多在语法上看似不同但在语义
上相同的对象。我们通过将范畴论的同伦技术引入 LLMs，特别是使用范畴论技术对它们进行建模来解决这
一基本问题。

2 LLMs中的同伦

同伦意味着决定两个任意对象在某种意义上是否等价。例如，如果存在一个连续映射 h : [0, 1] ×X→ R，使
得 h(0, x) = f (x)和 h(1, x) = g(x)，那么两个实值函数 f , g : X → R被认为是同伦。如果你想象绘制 f 和 g
的图，那么脑海中的图像就是平滑地扰动 f 的图，使其与 g的图对齐。我们希望在捕捉“语法”和“语义”
的 LLM范畴上定义同伦（定义 ??到定义 ??）。Quillen [1967]提出了模型类别作为在任何范畴中进行抽
象同伦的一种方法，我们将在第 7.3节进行回顾。我们在第 7节中证明了 LLMs定义了模型范畴。

同伦的概念最初在代数拓扑中出现，用来描述何时两个空间实质上是相同的，例如，一个咖啡杯如同一个甜
甜圈，因为它们都有一个孔，并且它们在拓扑上与“两个圆的楔和”完全不同，后者看起来像一个八字形。
通常，提升图 [Gavrilovich, 2017]用于定义同伦（参见图 1）。? 使用提升图来在关系数据库中制定查询。在
那个应用中，X = 我在飞⋯⋯类似于一个像 SQL这样的语言中的数据库查询，Y是我们想要从中获得答案
的数据库（它可能包含查询的所有可能完成），而提升代表查询的潜在答案。
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Figure 1: 用于 LLM的提升图：任何这样的交换图如果它的复合态射为 h′ ,则有一个“提升”g ◦ i = p ◦ f 。
应用于 LLM，它询问文本句子之间的相似性，即一个片段是否是另一个片段的等效改述，是否可以在拓扑
“意义”上解释为当圆在单位区间路径 [0, 1]上移动时如何适应圆柱。

3 大语言模型的范畴论

我们引入了范畴理论的框架 MacLane [1971]，强调其在建模大型语言模型（LLMs）中的应用。简单来说，
一个范畴 C就是一个对象 c, d ∈ C（任意复杂）的集合和对于每一对对象 c, d ∈ C的一个箭头 C(c, d)的集
合。什么构成一个对象是可以商榷的：在 LLMs的情况下，正如我们将在下面看到的，自然的定义对象的方
法是将其定义为“tokens”（大致理解为自然语言中的单词）。自然地，单词可以连接成句子，这引导我们使
用对称幺半范畴 Fong and Spivak [2018]。在我们介绍这些之前，我们回顾一些将 Transformer模型建模为
范畴的简单方法，然后回顾 [Bradley et al., 2022]利用富范畴来建模 LLMs的下一个词分布的工作。在下一
部分，我们将正式介绍 LLM马尔可夫范畴，这将是我们在本文中的主要框架。
Definition 1. category 是一个图 G，并带有两个附加的函数： id : O→ A，将每个对象 c ∈ C映射为一个
箭头 idc ；以及 ◦ : A ×O A→ A，将每对可合成的态射 〈 f , g〉映射为它们的复合态射 g ◦ f 。

3.1 Transformer中的注意力机制

Transformer 结构的核心是注意力分数的计算。对某些类型的注意力分数的详细回顾在 [Chaudhari et al.,
2021] 中进行了。在忽略许多细节的情况下，整体思路是计算嵌入在欧几里得空间中的两个标记之间的某
种“点积”。我们提供了一些方法的简要回顾，然后定义了一类 Transformer 模型。特别值得注意的是，
Transformer本质上计算置换等变函数 [?] 。为了将这种基本对称的注意力分数计算扩展到非对称的自然语
言应用，输入以某种方式加权，在原始 Transformer模型中使用正弦函数 [?] ，后来在更一般的相对位置编
码框架中进行了研究 [?] 。注意力模型的总体结构给出为

A(q,K, v) =
∑

i

p(a(ki, q)) × vi

，其中 K和 V是键值对，q是查询，a是对齐函数，p是分布函数。某些示例对齐函数在 Table 1中给出。

3.2 作为一个类别的 Transformer

为了帮助具体化主论文中更抽象的呈现，我们定义一个 Transformer模型的范畴。很容易将我们下面的范畴
模型扩展到生成式 AI系统的其他构建模块，包括结构化状态空间序列模型 [Gu et al., 2022]或图像扩散模型
[?] 。与所有生成式 AI系统一样，Transformer模型的基本结构是由模块化组件组成的组合结构，每个组件
在向量空间 Rd×n上计算一个置换等变函数，该向量空间由 n长度的标记序列组成，每个标记嵌入在一个维
度为 d的空间中。我们可以定义一个可交换的图表来展示置换等变性质，如下所示。

首先，按照 [Fong et al., 2019]，我们可以通常将类型为 (n1,n2)的神经网络层定义为子集 C ⊆ [n1]× [n2]，其
中 n1,n2 ∈N是自然数，以及 [n] = {1, . . . , n}。这些数字 n1和 n2用于定义每一层的输入和输出数量，C是一
组连接，(i, j) ∈ C表示在网络图中节点 i与节点 j相连。为每一层定义激活函数 σ : R → R是直接的，但基
本上每个网络层定义了一个参数化函数 I : R|C|+n2 ×Rn1 → Rn2 ，其中 R|C|定义了每个网络边的边权重，Rn2

系数编码了各个单元的偏置。
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Function Equation
similarity a(ki, q) = sim(ki, q)
dot product a(ki, q) = qTki

scaled dot product a(ki, q) =
qTki√

dk
general a(ki, q) = qTWki
biased general a(ki, q) = ki(Wq + b)
activated general a(ki, q) = act(qTWki + b)
generalized kernel a(ki, q) = ϕ(q)Tϕ(ki)

Table 1: 一些对齐函数 [Chaudhari et al., 2021]。

我们可以将这些专门化到 Transformer模型中，特别是，要注意 Transformer模型计算出专门类型的置换等
变函数，如下方交换图中所定义的（实际中，Transformer模型添加了一个外部位置编码，例如 [?] 中定义
的或后来的变种，例如相对位置嵌入 [?] ，我们将在下面讨论）。

X Y Z

XP YP ZP

f

PP

f

g

g

P

在上述交换图中，顶点是对象，箭头是定义 Transformer块动作的态射。这里，X ∈ Rd×n是一个长度为 n的
token序列，维度为 d。P是一个排列矩阵。由 Transformer块计算的函数 f 满足 f (XP) = f (X)P的条件。该
性质在上述图中通过设置 Y = f (X)P来定义，该设置可以通过两种方式实现：首先将输入通过矩阵 P进行排
列，然后应用 f ，或者通过

让我们更详细地理解 Transformer 模型的排列等变性质。虽然在文献中有许多不同的变体，但我们的
Transformer 模型符号是基于 [?] 。基于下面描述的方法，这些变体可以很直接地适应我们的范畴框架。
Transformer模型本质上是组合的，这使得它们特别方便用范畴理论进行建模。
Definition 2. 一个变压器块是一个序列到序列的函数映射Rd×n → Rd×n。通常有两个层：一个自注意力层
和一个逐字令牌的前馈层。我们假设令牌被嵌入到维度为 d的空间中。具体来说，我们将 Transformer块的
输入 X ∈ Rd×n 建模为 n长度的 d维度令牌序列，其中每个块计算定义为 th,m,r : Rd×n : Rd×n 的以下函数：

Attn(X) = X +
h∑

i=1

Wi
OWi

VX · σ[Wi
KX)TWi

QX]

FF(X) = Attn(X) +W2 · ReLU(W1 · Attn(X) + b11T
n ,

其中Wi
O ∈ Rd×n、Wi

K,W
i
Q,W

i
Q ∈ Rd×n、W2 ∈ Rd×r、W1 ∈ Rr×d和 b1 ∈ Rr。Transformer块的输出为 FF(X)。

按照惯例，‘‘头’’的数量是 h，每个 ‘‘头’’的大小 m是注意层的主要参数，而 ‘‘隐藏’’前馈层的大小为 r。

Transformer模型以输入对象 X ∈ Rd×n 为输入，这些对象表示 n长度的令牌序列在 d维空间中，并作为表
示排列等变函数的态射 f : Rd×n → Rd×n ，使得对于任何排列矩阵 f (XP) = f (X)P 。? 展示了上述定义的
Transformer模型所计算的实际函数是一个排列等变映射。

具体而言，我们定义了一个变压器的范畴 CT ，其中对象是向量 x ∈ Rd×n ，表示长度为 n的 d维符号序列，
而可组合的箭头是由变压器块 th,m,r的组成构成的排列等变函数 T h,m,r，每个块有 h个大小为 m的头部，以
及一个包含 r个隐藏节点的前馈层。在一个范畴中，对象通过箭头或态射相互作用。在变压器模型的范畴 CT
中，态射是等变映射 f ，通过这些映射，一个变压器模型块可以与另一个块组合。

为了克服仅限于排列等变函数的限制，在 Transformer的实现中通常包括一个相对位置嵌入函数（RPE）[?]
。

现在，我们根据下一个标记分布定义 LLM 的类别，并引入一个基于由 Khandelwal et al. [2020] 提出的 k
-NN LLM模型的混合类别。为了定义 LLM的更“语义”的类别，我们使用丰富的余前层：这些是 Yoneda
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嵌入，其中一个标记 x被映射到所有可能的补全集 L(x,−)——在单位区间 [0, 1]上丰富的反预层。Yoneda
嵌入通常将一个对象 x映射到一个协变的集合值功能 L(x,−)，但在特殊情况下，例如对于 LLM，这个函子
本身是一个丰富类别的对象，例如单位区间 [0, 1]上的对称单态预序。我们可以将 LLM类别L的 Yoneda嵌
入视为定义句子意义的“语义”类别。最后，让我们基于 Khandelwal et al. [2020]定义的 k -NN大型语言模
型定义一种新的类别类型（详情请参见第 3.3节）。Khandelwal et al. [2020]表明，k -NN LLM由于更准确
地模拟等价短语（如查尔斯·狄更斯写到和查尔斯·狄更斯是作者）的下一个标记分布，而比常规 LLM
具有更高的困惑度得分。

3.3 使用最近邻语言模型的合成标记概率

Khandelwal et al. [2020] 提出了 k -NN 最近邻语言模型，它结合了由每个训练示例 〈ci,wi〉 的键-查询值对
〈kivi〉构建的合成概率，其中 ci 是一个上下文短语，例如查尔斯·狄更斯写道，而 f (.)是一个函数，它将
上下文 c映射为由预训练的 Transformer模型计算的固定长度向量表示。例如， f (c)可以将 c映射为由某个
自注意层（我们在上一节中描述过）输出的固定长度向量。数据存储 〈K ,V〉是从D中所有训练示例构建的
所有键值对的集合：

〈K ,V〉 = {( f (ci),wi)|(ci,wi) ∈ D}
在测试时，由 LLM学习的语言模型生成输出分布 pLM(y|x)，并使用 f (x)查询数据存储 〈K ,V〉，利用某个
距离函数 d(., .)检索其 k最近邻N 。然后使用其负距离的 softmax在邻居上计算一个合成概率：

pKNN(y|x) ∝
∑

〈ki,vi〉∈N
1y=vi exp (−d(ki, f (x)))

然后对于 k -NN LLM给出最终分布

p(y|x) = λpKNN(y|x) + (1 − λ)pLM(y|x)

因此，我们可以以这种方式为 k -NN LLM定义一个新的 LLM类别，称为 Lknn ，下一词的概率是学习概率
与最近邻预测线性插值的结合。Khandelwal et al. [2020]显示了在大型数据集上的一系列实证结果，表明这
种插值概率提高了 LLM具有更高困惑度评分的预测能力。

3.4 端和余端的演算

我们可以定义自然变换空间，这是两个函子 F,G : Ls ⇒ Lm 之间的变换，这些函子在 LLMs的“语法”范畴
和它的“语义”范畴之间进行映射，其方式是用 (co)端的微积分来描述 [Loregian, 2021]。楔形物范畴由一
组由双函子 F : Cop × C→D构成的对象组成，以及称为双自然变换（对角自然变换的缩写）的每对双函子
F,G之间的箭头集合定义。我们将在下面看到，楔形范畴中的初始和终端对象对应于由 Yoneda首次表述的
一个美丽概念，称为共同终点或结束 [?] 。Loregian [2021]对共端微积分有一个极好的处理方法，我们将
在下面使用它。
Definition 3. 给定一对双函子 F,G : Cop × C → D，定义自然双变换如下：

F(c′, c)

F(c, c) F(c′, c′)

G(c, c) G(c′, c′)

G(c, c′)

F( f ,c) F(c′, f )

G(c, f ) G( f ,c)

正如 [Loregian, 2021]观察到的那样，就像一个自然变换通过填补它们对终端范畴上态射 F f 和 Fg作用之间
的空缺来在两个常规函子 F和 G之间进行插值一样，一个双自然变换“填补了”上面六边形顶部和六边形底
部之间的空隙。

我们可以通过它将所有东西映射到的对象来定义一个 常数双函子 ∆d : Cop × C → D ，即输入的对象对
(c, c′)→ d都映射到对象 d ∈ D，并且两个输入态射 ( f , f ′)→ 1d 都映射到 d上的恒等态射。我们现在可以定
义楔形和边的相邻边。
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Figure 2: 幺半范畴的结构。

Definition 4. 对于双函子 F : Cop × C ⇒ D的楔形是一个从对象 d ∈ D上的常函子到 F的自然变换 ∆d → F
。同样地，我们可以通过自然变换 P⇒ ∆d 来为双函子 F定义一个边缘联合。

我们现在可以定义一个类楔形体，其中的每个对象都是楔子，对于箭头，我们选择使下图可交换的共域范
畴中的箭头。

有了这些定义，我们可以再次用始对象和终对象来定义通用性质。

值得注意的是，可以正式证明概率定义了类别 [Avery, 2016]的终端，而流行的降维方法如 UMAP [McInnes
et al., 2018]所实现的数据集的拓扑嵌入，对应于联合项 [MacLane, 1971]。这些联系表明楔形和反楔形的类
别在全面理解 LLMs中具有重要的规范意义。

3.5 增强的 LLM类别

接下来让我们为 LLM定义一些增强范畴的性质。通常，我们对V是闭合的情形感兴趣，从而它可以在其自
身上进行增强，此时上述关系简化为 C(x, y) ≤ V( f x, f y)。
Definition 5. 如果C是一个在交换幺半序V上富集的范畴，那么丰富余前层是一个满足C(x, y) ≤ V( f x, f y)
的函数 f : C → V，对范畴 C中的所有对象 x和 y。对于 LLMs的范畴，y将表示文本片段 x的扩展，而
V( f x, f y)定义扩展的概率。

我们实际上可以在富集的 LLM范畴上定义一个拓扑 [Mac Lane and Moerdijk, 1992]，因为它具有内部指数
对象，正如每个拓扑都包含这样的对象。我们可以使用以下定义（其中富集端的概念在第 3.4节中有更详细
的定义 –另见 [Loregian, 2021]）。对于V是单位区间上的对称单模序的特殊情况，这个富集的余末端变得
简单得多。内部同构对象 [x, y] ∈ V定义为截断除法，上述表达式大大简化为以下：这些定义和结果本质上
可以被视为广义度量空间中度量 Yoneda引理的一个特例，其中单位区间 [0, 1]通过 − log映射映射到 [0,∞]
中的非负距离。

4 单体 LLM范畴

在本节中，我们提出了一个基于称为马尔可夫范畴 [Fritz, 2020]的对称单体范畴表示来分析 LLM的范畴框
架。我们首先简要解释对称单体范畴，然后更正式地介绍马尔可夫范畴。我们将我们的方法与先前有关 LLM
范畴表示的工作进行比较 [Bradley et al., 2022]。

4.1 对称单（对称幺）范畴

因果性的范畴模型 [Fong, 2012, Fritz and Klingler, 2023, Jacobs et al., 2018, Mahadevan, 2023]通常是在对称
单拢范畴上定义的，下面我们简要回顾一下 [MacLane, 1971, Richter, 2020]（见图 2）。
Definition 6. 一个单积范畴是一个类别 C ，并且具有函子 ⊗ : C × C → C， C 的单位对象 e，以及定义为

αC1,C2,C3 : C1 ⊗ (C2 ⊗ C3) � (C1 ⊗ C2) ⊗ C2,

λC : e ⊗ C � C,
ρ : C ⊗ e � C,

的自然同构 α, λ, ρ。
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自然同构必须满足被称为“五边形”和“三角形”图的相干性条件 [MacLane, 1971]。在 [MacLane, 1971]中
显示的一个重要结果是，这些相干性条件保证所有格式良好的图都必须交换。有许多自然的幺半范畴例子，
最简单的是有限集的范畴，在 [Fritz, 2020]中被称为有限集，其中每个对象 C是一个集合，张量积 ⊗是集
合的笛卡尔积，函数作为箭头作用。确定性因果模型可以在范畴有限集中表述。其他例子包括以关系作为
态射的集合范畴，以及希尔伯特空间的范畴 [Heunen and Vicary, 2019]。马尔可夫范畴 [Fritz and Klingler,
2023]是幺半范畴，其中单位元 e也是终对象，意味着每个对象 X都有一个唯一的“删除”态射 de : X → e
关联。[Fritz, 2020]显示它们构成了概率和统计推理的统一基础。
Definition 7. 一个对称单体范畴是一个单控范畴 (C,⊗, e, α, λ, ρ)，并带有自然同构

τC1,C2 : C1 ⊗ C2 � C2 ⊗ C1, for all objects C1,C2

，其中 τ满足额外条件：对于所有对象 C1,C2 τC2,C1 ◦ τC1,C2 � 1C1⊗C2 ，以及对于所有对象 C，ρC = λC ◦ τC,e :
C ⊗ e � C。

需要一个额外的六边形公理来确保 τ自然同构与 α兼容。在马尔可夫范畴中，τ算子被称为“交换”[Fritz,
2020]。在人工智能中大多数感兴趣的情况下，对称幺半范畴是在一些便利的基础范畴丰富的上，包括向量
空间，或预序例如单位区间 [0, 1]，其中如果且仅当 a ≤ b，则从 a→ b存在唯一的态射。5
Definition 8. 一个 V -丰富的范畴 由一个常规类别 C 组成，使得对于 C 中的每一对对象 x 和 y ，其态射
C(x, y) ∈ V，通常被称为一个V -hom对象。当 (calV,≤,⊗, 1)是一个交换的幺半序时，我们有以下条件

• 1 ≤ C(x, x)

• C(y, z) ⊗ C(x, y) ≤ C(x, z)

4.2 LLM马尔可夫范畴

在本节中，我们介绍了通过马克洛夫范畴 [Fritz, 2020]建模 LLMs的框架，这些范畴被提出作为因果推理、
概率和统计的统一分类模型。它们是对称单 oidal范畴，这在上文中已进行回顾，结合在每个对象上的共单
oidal结构。重要的是，马克洛夫范畴是半笛卡尔的，因为它们不使用统一的复制，而是包含一个由确定态
射定义的笛卡尔子范畴（见下文）。我们简要回顾了马克洛夫范畴，省略的重大附加细节可以在 [Cho and
Jacobs, 2019, Fritz, 2020, Fritz and Klingler, 2023]中找到。方程是用弦图的图示语言书写的，这可以显示为
一种形式语言，相当于写下代数方程 [Selinger, 2010]。

我们可以简单地将由 LLM计算的下一个 token的分布建模为马尔可夫范畴中的态射。我们在下面更正式地
定义 LLM马尔可夫范畴。
Definition 9. 一个 LLM Markov范畴 CLLM [Fritz, 2020]是一个对称的单部范畴，其中每个对象 X ∈ CLLM
定义一个 LLM标记，并配备有由共乘 copyX : X → X ⊗ X和伴随单元 delX : X → I给出的交换余半群结构，
在字符串图中表示为

== delXcopyX

(1)

，并满足交换余半群方程，

=

(2)

== =

(3)
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以及与单部结构的兼容性，

=

X ⊗ Y

X ⊗ Y X
=

Y

X ⊗ Y

X ⊗ Y

X Y X Y

X Y
(4)

和 del的自然性，这意味着

=f

(5)

对于每个态射 f 。

让我们简要解释这些定义。delX : X → I 本质上像是在概率分布上积分，总是会得到 1。因此，I ，即张量
积的单位，是仿射 CDU和马尔可夫范畴中的终端对象。贝叶斯法则变成了一个解体规则 [Cho and Jacobs,
2019]，这个只在具有条件的马尔可夫范畴中可用（即，在那里可以范畴地细化 P(y|x)条件分布）。注意，在
定义为实数上的可测函数的随机变量的连续情况下，必须非常小心地定义条件 [Halmos, 1974]。copyX 过程
是统一的和确定性的，意思是如果你对两个变量 X⊗Y进行张量积然后复制得到的对象，那与先将 X复制到
X ⊗X并将 Y复制到 Y ⊗ Y，然后进行张量积以及交换操作（见方程 9）完全相同。只有 delX 以“统一”的
方式发挥作用，意思是如果你使用某个函数 f 处理变量 X然后删除 f (X)（意思是对其进行边缘化），那相当
于简单地删除 X。然而，copyX 并不是这样定义的，我们在下面讨论这种微妙性，因为它对于理解为什么马
尔可夫范畴是半笛卡尔的很重要。为了将它们转换成拓扑斯，我们需要结果是笛卡尔封闭的，这也是为什么
我们需要使用宫田引理构建前幺范畴来保证获得一个拓扑斯。

4.3 马尔可夫范畴中的笛卡尔结构

我们现在讨论 Markov 范畴中的一个 Cartesian 范畴子类别，这个子类别涉及均匀的 copyX 和 delX 态射。
Markov范畴的一个基本性质是它们是半笛卡尔的，因为单位对象也是终端对象。但是，对于这些复制和删
除算子的建模方式，会出现一些细微问题，如下所述。
Definition 10. 一个对称单 oidal范畴 C是笛卡尔，如果张量积 ⊗是范畴积。

如果 C和D是对称单体范畴，那么函子 F : C → D是单体的，如果张量积最多被保持为一致的自然同构。F
是严格单体的，如果所有的单体结构都被精确地保持，包括 ⊗、单位对象 I、对称性、结合性和单位自然同
构。用MON 表示以严格函子为箭头的对称单体范畴的范畴。让我们回顾一下由Heunen and Vicary [2019]
提供的基本定义，这将进一步阐明仿射 CDU和马尔可夫范畴中的笛卡尔结构。
Definition 11. 在所有对称单 oidal范畴的环境范畴MON 中，comonoid的子范畴共同被定义为任意特定
范畴 C 的 ‘‘余代数’’对象 (X, copyX, delX)的集合，其中 X位于 C ，并且箭头被定义为从 (X, copyX, delX)到
(Y, copyY, delY)以一致方式作用的 comonoid同态，也就是说，如果 f : X→ Y是 C 中的任何态射，那么：

( f ⊗ f ) ◦ copyX = copyY ◦ f
delY ◦ f = delX

Heunen and Vicary [2019]在范畴 coMON 中定义了“均匀复制和删除”的过程，我们现在将其与马尔可夫
范畴联系起来。值得强调的一个微妙区别是，在定义 9中，在马尔可夫范畴中，只有 delX 是“均匀的”，而
不是 copyX，根据Heunen and Vicary [2019]所定义。这种区别可以通过适当地修改与复制相关的 PROP映
射的定义，在像马尔可夫范畴一样的半笛卡尔的 cPROP范畴中建模。
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Definition 12. 对称单轴范畴 C 允许均匀删除，如果对于余幺半对象的子范畴 CcoMON 中的所有对象，有
一个自然变换 eX : X

eX−→ I，如公式 9所示。

这个条件被 Cho and Jacobs [2019]称为箭头 eX 上的因果关系条件。基本上，它表示如果你处理某些对象然
后丢弃它，这等同于在不处理的情况下丢弃它。
Theorem 1. [Heunen and Vicary, 2019]一个对称单积范畴 C 如果且仅当 I是终端对象时，具有统一删除。

正如在 [Fritz, 2020]中所指出的，这一性质适用于马尔可夫范畴，并且在 [Heunen and Vicary, 2019]中给出
了一个简单的图示证明。
Definition 13. 如果一个对称的单核范畴 C 存在均匀复制，则存在一个自然变换 copyX : X→ X ⊗X满足方
程 9和方程 9。

我们现在可以陈述一个在 [Heunen and Vicary, 2019]中证明的重要结果（定理 4.28），该结果与 Fox [1976]
早些时候展示的更一般的结果相关。
Theorem 2. 对称单体范畴 C 满足以下等价条件。

• 类别 C 是笛卡尔，张量积 ⊗由范畴积给出，张量单位由终端对象给出。

• 对称单 oidal范畴 C 具有均匀复制和删除，并且方程 9成立。

如 Fritz [2020]所述，并非所有Markov范畴都是笛卡尔的，因为它们的拷贝 X 不是一致的，而只有删除 X
是。例如，考虑范畴 FinStoch ，其中一个联合分布由态射 ψ : I→ X ⊗ Y指定。在这种情况下，边缘分布可
以构成复合态射

I
ψ−→ X ⊗ Y

delY−−−−→ X

I
ψ−→ X ⊗ Y

delX−−−−→ Y

。但是，要求这情况下 ⊗是范畴乘积意味着上述复合定义的边缘分布必须与联合分布一一对应。

4.4 单斜范畴的量子自然语言处理

我们简要回顾了先前在使用对称幺半群范畴 [Coecke, 2020, Coecke et al., 2010] 建模语言结合量子计算
[Coecke and Kissinger, 2017]方面的工作。这种方法已经在称为 Lambeq [Kartsaklis et al., 2021]的 DiscoPY
Python 包中实现。与我们的工作相比，其显著区别在于其工作中没有解决范畴同伦问题。该方法基于由
Lambek预群语法定义的语言的组合理论，即由部分序幺群 [Lambek, 2006]定义的一种范畴。

在 Python包 lambeq 中，自然语言句子使用统计 CCG解析器 [?] 进行解析。其中，CCG表示组合范畴语
法 [Lewis and Steedman, 2014]。给定一个长度为 N的句子 x，CCG树 τ的概率计算为超标记（或类别）ci
的概率的乘积，它们本质上是分解模型：

P(τ|x) =
∏

i∈[1,N]

Ptag(ci|x)

有一种高效的解析方法，称为 A ∗ 解析 [Klein and Manning, 2003]，可以用于实现 CCG的解析。 lambeq
将 CCG解析树转换为字符串图 [Selinger, 2010]，这是一种图示化的方法，用于定义句子的组成结构。经过
一些预处理后，字符串图被转换为量子电路。这项工作中有很多有趣的想法，但进行更详细的讨论超出了本
文的范围。主要要点是，我们接下来讨论的同伦问题没有在这里解决。一个有趣的未来研究问题是，将模型
类别同伦框架与如 lambeq 这样的软件包结合起来。

5 范畴同伦论

在本节介绍模型类别 [Quillen, 1967, Hovey, 2020]的框架之前，我们需要提供一些关于同伦理论 [Quillen,
1967]的背景。为了重申我们最初的问题，如果我们将句子片段视为 LLM马尔可夫范畴中的对象，我们立即
遇到的一个问题是，其中许多对象应该被视为相同，即便它们不是同构的。同伦在拓扑学的研究中出现，作
为一种手段来理解何时两个形状大致相同（即在同伦下）。我们通过提升图来解释捕获这一概念的想法。
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5.1 范畴中的提升问题

提升问题在数学的众多领域中提供了定义基本概念的优雅方法 [Gavrilovich, 2017]。例如，单射和满射函数
的概念、拓扑中的分离概念以及许多其他基本构造都可以表述为提升问题的解决方案。使用 SQL等语言在
关系数据库中进行的数据库查询可以形式化为提升问题 [?] 。提升问题定义了将结构分解为更简单部分并重
新组合的方法。我们希望更抽象地理解 LLM，了解提升图及其在模型范畴和单纯集合中的应用。
Definition 14. 令 C为一个范畴。在 C中， lifting problem 是一个在 C中的交换图 σ。

A X

B Y

f

µ

p

ν

Definition 15. 令 C 为一个范畴。 solution to a lifting problem 在 C 中是一个满足以下图示中所指示的
p ◦ h = ν和 h ◦ f = µ的在 C中的态射 h : B→ X。

A X

B Y

f

µ

ph

ν

Definition 16. 令 C为一个范畴。如果在 C中给定了两个态射 f : A → B和 p : X → Y，我们说 f 相对于
p 具有 left lifting property ，或者说 p 相对于 f 具有 right lifting property ，如果对于每一对满足方程
p ◦ µ = ν ◦ f 的态射 µ : A→ X和 ν : B→ Y，下图中所示的关联提升问题成立。

A X

B Y

f

µ

ph

ν

承认由映射 h : B→ X给出的一个满足 p ◦ h = ν和 h ◦ f = µ的解。

‘‘分数范畴" [Gabriel et al., 1967]旨在形式化这样一个概念，即在 LLM范畴中存在弱等价——即意义相同的
句子——需要在构造的同伦范畴中变为同构。将这些弱等价转化为另一个同伦范畴中的同构，这个问题可通
过以下的普遍性质 [Borceux, 1994]形式化：
Definition 17. 考虑一个 LLM范畴L和一个箭头类 Σ。当存在一个范畴L(Σ−1)和一个函子 ϕ : L → L(Σ−1)
具有以下的普遍性质时，称 category of fractions L(Σ−1)存在：

1. ∀ f ∈ Σ, ϕ( f )是一个同构。

2. 如果 L′ 是一个 LLM范畴，并且 F : L → L′ 是一个函子，使得对于所有态射 f ∈ Σ，F( f )是一个同
构，那么存在一个唯一的函子 G : L(Σ−1)→ L′使得 G ◦ ϕ = F。

6 LLM范畴中的同伦

Definition 18. 设 X 和 Y 是 LLM 马尔可夫范畴中的两个对象，并且假设给出了一个从 f0 到 f1 的态射对
f0, f1 : X→ Y。一个从 f0 到 f1 的 homotopy 是一个满足 f0 = h|0×X 和 f1 = h1×X 的态射 h : ∆1 × X→ Y。

我们现在介绍一种正式的方法来定义由 LLM使用一个范畴的神经定义的拓扑空间的代数不变量。如 [Segal,
1968]中所示，一个范畴的神经是一个范畴作为单纯对象的全嵌入。在单纯集合的意义上，神经就是 n单纯
形的集合，它由长度为 n ≥ 0的可组合箭头对定义。

我们现在可以使用抽象同伦以一种更抽象的方式定义自然语言句子的等价类。在 LLM范畴 L中，如果两个
对象 C和 C′通过如图 ??所示的锯齿形结构相关联，则它们在同一个等价类 E中。这是一类路径分量上的结
果的特殊情况（见 [Richter, 2020]）。

这种 LLM范畴 L与其拓扑实现 BL之间的关系为我们提供了在图 1中所需的 LLM的同伦特征。我们可以
如下定义一个 LLM范畴 L的高阶同伦群。
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根据定义 ??或定义 ??，我们知道一个 LLM范畴 L是在一个对称单积范畴上丰富的，这为其同伦结构的研
究提供了大量已知的结果。

该定理的证明基于简单的图表追踪，并依赖于（小）对称单积范畴的标准结果。

6.1 LLM代数 K理论

最后，我们基于上述结果利用 Grayson-Quillen K-理论 [Quillen, 1973, Grayson, 1976]来定义 LLM同伦。

Definition 19. 设 (L,⊗, e, τ)是一个 LLM Markov范畴。记L−1L为范畴，其对象是L的对象对。L−1L中从
(C1,D1)到 (C2,D2)的态射是态射对的等价类

( f : C1 ⊗ E→ C2, g : D1 ⊗ E→ D2)

其中 E是 L的一个对象。这种态射对等价于

( f ′ : C′1 ⊗ E′ → C2, g′ : D1 ⊗ E′ → D2)

如果存在一个同构 h ∈ L(E,E′)，使得以下图表交换：

(C1 ⊗ E,D1 ⊗ E) (C1 ⊗ E′,D1 ⊗ E′)

(C2,D2)

(1C1
⊗h,1D1

×h)

( f ,g) ( f ′ ,g′)

范畴 L−1L称为 L的 Grayson-Quillen 构造。

Theorem 3. 范畴 L−1L也是对称的单纲范畴，并且存在一个弛单纲函子 j : L → L−1L，而 π0(BL−1L)是
一个阿贝尔群。

证明：该证明直接来源于 [Richter, 2020]中的一般性结果，引理 13.3.2。 □

Definition 20. 与 LLM类别 L相关联的 K-理论空间是分类空间KL = BL−1L，其中 L的 nth K-群是其 nth

同伦群 πnBL−1L。具体来说，基本群 π0(BL−1L)是由路径分量 π0(L)诱导的阿贝尔幺半群的 Grothendieck
群完备化。

现在让我们将该过程与 LLM等价类的 0th 同伦群连接起来。
Theorem 4. LLM类别 L的高代数 K理论定义为

K0(L) = π0(KL) ' G0(π0(L))

证明：该证明直接来源于在任何对称单弱范畴中都成立的更一般性结果（见 [Richter, 2020] 中的引理
13.3.4）。 □

6.2 LLM群体

群胚是其态射可逆的范畴。我们可以根据其诱导群胚的分类空间来表征 LLM等价类。
Definition 21. 定义 LLM范畴为范畴 LG，其对象定义为范畴中连通路径的等价类，其可逆态射对应于将一
个等价类映射回自身的可逆边。
Theorem 5. LLM范畴群的分类空间被定义为

BLG =
⊔

i

BLi
G

，其中不相交和的索引 i跨越等价类。

证明：该证明直接来源于 [Richter, 2020]中关于群胚分类空间的一般性结果。 □
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Figure 3: LLM的单纯集合 [May, 1992]表示是由一系列分级的集合组成，其中 0 -单形是一个令牌集，1 -单
形是一组相邻令牌对，通常情况下，n -单形是一组长度为 n的令牌序列。面映射和退化运算符在 n -单形及
其较低或较高维度的单形之间映射。

7 将 LLM视为模型范畴

为了在一个 LLM Markov范畴上定义一个模型范畴，我们需要使用神经函子 [Segal, 1968]将其转换为一个
单纯集合。在此过程中有许多复杂的问题需要解决，这些问题超出了本文的介绍范围。首先，应用于一个范
畴的标准神经函子产生一个单纯集合（直观上，每个 n -单形是所有 n -长度可组合态射的集合），但这种特殊
类型的单纯集合是一个拟范畴 [Joyal, 2002]。这样的拟范畴仅允许填充内角，一般来说并不构成模型范畴。
然而，这是我们分析的一个关键，当我们在一个 LLM Markov范畴中有对象导致群结构时，因为它们本质
上是对彼此的旁述，应反映相同的下一令牌分布，那么神经函子确实会产生一个模型范畴 [Riehl and Verity,
2019]。对于置换范畴，神经函子的对称幺半范畴的表现也是良好的 [Richter, 2020]。这里我们略过了一些
细节，但它们对本文的主要目标并不重要。

7.1 单纯集合

本节的核心目标是展示 LLMs定义了模型范畴（定理 6）。为了展示这一结果，我们需要引入单纯形集的范
畴工具 [May, 1992]，这是一种拓扑空间的组合表示，它们是 CW复形 [Munkres, 1984]。单纯形集推广了
有向图，并构成高阶范畴理论的基础 [Boardman and Vogt, 1973, Joyal, 2002, Lurie, 2009]。

范畴 ∆拥有非空序数 [n] = {0, 1, . . . , n}作为对象，且有序映射 [m]→ [n]作为箭头。∆中的一个重要性质是任
何箭头可以分解为一个单射和满射映射的复合，其中每个都可以分解为一个基本单射的序列 δi : [n]→ [n+1]
，被称为忽略 i ∈ [n] 的 coface 映射，和一个基本满射的序列 σi : [n] → [n − 1] ，被称为重复 i ∈ [n] 的
co-degeneracy 映射。基本单形 ∆([n]) 是全部映射到 [n] 中的预层，即表现函子 ∆(−, [n]) 。由 Yoneda 引理
[MacLane, 1971] 可以确认到，n -单形 x ∈ Xn 可以通过对应的映射 ∆[n] → X 来识别。∆ 中的每个态射
f : [n]→ [m]会函子性地映射到 S中的映射 ∆[m]→ ∆[n]。

在范畴 ∆中，任何态射都可以定义为共同退化和余面算子的序列，其中共面算子 δi : [n−1]→ [n], 0 ≤ i ≤ n
定义为：

δi( j) =
{

j, for 0 ≤ j ≤ i − 1
j + 1 for i ≤ j ≤ n − 1

类似地，共退化算符 σ j : [n + 1]→ [n]被定义为

σ j(k) =
{

j, for 0 ≤ k ≤ j
k − 1 for j < k ≤ n + 1

注意，在逆变映射下，余面映射变成面映射，余退化映射变成退化映射。也就是说，对于任何单纯对象（或
集合）Xn ，我们有 X(δi) B di : Xn → Xn−1 ，同样地，还有 X(σ j) B s j : Xn−1 → Xn 。

这些箭头的组合定义了某些众所周知的性质 [May, 1992, Richter, 2020]：
δ j ◦ δi = δi ◦ δ j−1, i < j
σ j ◦ σi = σi ◦ σ j+1, i ≤ j

σ j ◦ δi( j) =

 σi ◦ σ j+1, for i < j
1[n] for i = j, j + 1
σi−1 ◦ σ j, for i > j + 1

Definition 22. 单纯形对象是一个反变函子 X : ∆op → C，其中 ∆是上面介绍的序数范畴，而 C是任意对象
和箭头的范畴。

单纯集是从 ∆op 到 Sets 范畴的反变函子。我们正在将这一概念推广到任何范畴，包括在第 ?? 节中定义的
LLM范畴。每个 n单纯形 X[n]实际上是范畴 C的对象的集合，并且其态射是从 ∆的弱序保留态射中映射而
来的。
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Example 1. 在范畴 C中的单纯形对象 X的“顶点”是 C中的对象 X0 ，“边”X1 是它的箭头 f : Ci → C j ，
其中 Ci 和 C j 是 C中的对象。注意，X0 是一个反变函子 X : [0]→ C，由于 [0]只有一个对象，该函子的效
果是挑选出 C中的对象。单纯形对象 X1 : [1]→ C。给定任意这样的箭头，面运算符 d0 f = C j和 d1 f = Ci可
以恢复每个箭头的起始和目标。此外，给定范畴 C中的一个对象 X，我们可以将退化运算符 s0X视为它的
恒等态射 1X : X→ X。
Example 2. 给定一个范畴 C ，我们可以定义一个 n -单纯形 Xn ，它是 C 中的一个单纯形对象，具有
the sequence: 。

Xn = Co
f1−→ C1

f2−→ . . .
fn−→ Cn

面操作符 d0 作用于 Xn 得到序列

d0Xn = C1
f2−→ C2

f3−→ . . .
fn−→ Cn

，其中对象 C0 以及与之相关的态射 f0 被“删除”。
Example 3. 给定一个范畴 C，以及一个范畴 Xn中单纯对象的 n -单纯形 Xn，面算子 dn作用于 Xn产生序列

dnXn = C0
f1−→ C1

f2−→ . . .
fn−1−−→ Cn−1

，其中对象 Cn 以及进入它的态射 fn 被“删除”。
Example 4. 给定一个范畴 C，以及一个简约对象的 n -单形 Xn ，面算子 di, 0 < i < n应用于 Xn 时得到序列

diXn = C0
f1−→ C1

f2−→ . . .Ci−1
fi+1◦ fi−−−−→ Ci+1 . . .

fn−→ Cn

，其中对象 Ci 被“删除”，且态射 fi 与态射 fi+1 复合。
Example 5. 给定一个范畴 C和一个定义在该范畴上的单纯对象的 n -单纯形 Xn ，退化算子 si, 0 ≤ i ≤ n应用
到 Xn 得到序列

siXn = C0
f1−→ C1

f2−→ . . .Ci
1Ci−−→ Ci

fi+1−−→ Ci+1 . . .
fn−→ Cn

，其中对象 Ci 通过插入其恒等态射 1Ci 来“重复”。

7.2 Kan复形

为了证明 LLMs定义了模型范畴，我们使用提升图引入了 Kan复形。
Definition 23. standard simplex ∆n 是由所有从 [m]映射出来的集合定义的单纯集合：

([m] ∈ ∆) 7→ Hom∆([m], [n])

根据惯例，∆−1 B ∅。标准的 0简单形 ∆0 将每个 [n] ∈ ∆op 映射到单元素集合 {•}。
Definition 24. 令 X 表示一个单纯对象，其中 Xn 是其 nth 单形。如果对于每个整数 n ≥ 0，给定一个子集
Yn ⊆ Xn ，使得应用于 Yn 的面和退化映射

di : Xn → Xn−1 si : Xn → Xn+1

导致
di : Yn → Yn−1 si : Yn → Yn+1

，则集合 {Yn}n≥0 定义了一个 simplicial subset Y• ⊆ X•
Definition 25. boundary 是一个单纯形集 (∂∆n) : ∆op → Set ，定义为

(∂∆n)([m]) = {α ∈ Hom∆([m], [n]) : α is not surjective}

注意，边界 ∂∆n 是标准 n -单纯形 ∆n 的一个单纯子集。
Definition 26. Horn Λn

i : ∆op → Set 被定义为

(Λn
i )([m]) = {α ∈ Hom∆([m], [n]) : [n] ⊈ α([m]) ∪ {i}}

直观地说，角 Λn
i 可以被视为从 n -单纯形 ∆n 中移除其内部及其 i顶点相对的面的结果所形成的单纯子集。

Definition 27. 设 f : X → S 为范畴 C 中单纯对象的一个态射。我们称 f 为 Kan 纤维化 ，如果对于每个
n > 0和每个 0 ≤ i ≤ n，所有上提问题，
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Λn
i X

∆n S

σ0

f
σ

σ̄

都有解。更确切地说，对于单纯集合 σ0 : Λn
i → X的每个映射和每个拓展了 f ◦ σ0的 n -单形，我们可以将 σ0

扩展为满足 f ◦ σ = σ̄的 n -单形 σ : ∆n → X。

Example 6. 给定范畴 C中的单纯对象 X，一个作为 Kan纤维化的投影映射 X→ ∆0 被称为 Kan complex 。
Example 7. 在范畴 C中，任何单纯对象之间的同构都是 Kan纤维化。
Example 8. 范畴中的 Kan纤维化集合在收缩下是封闭的。

7.3 模型类别

一个优雅的抽象同伦框架由 Quillen [1967]开发，称为模型类别，它基于将箭头分类为三种类型的态射：一
组共纤维化（例如，图 1左侧的“单射”箭头 i），一组纤维化（图 1右侧的满射箭头 p），以及一组弱等
价，它们必须满足以下性质。我们的一个主要结果（见定理 6）是 LLMs定义了模型范畴。
Definition 28. 一个模型类别M是一个具备三类态射的范畴：弱等价性、上合并映射和纤维化。一个既
是（余）纤维化也是弱等价的映射被称为非循环（共）纤维化。一个具有这三类态射的模型范畴M必须满
足以下五个条件：

1. MC1 : 类别M具有所有小极限和余极限。
2. MC2 : 如果 f 和 g是M中的任意两个映射，并且 g ◦ f 是定义好的，并且如果这些映射中的任意两
个—— f 、g和 g ◦ f ——是弱等价，那么第三个也会是。

3. MC3 : 如果 f 和 g是M中的映射，并且 f 是 g的收缩，并且 g是弱等价、纤维化或协纤维化，则
f 也是。

4. MC4 : 给定一个如下面定义的提升图，如果 f 是协纤维化且 p是非循环纤维化，或者 i是非循环协
纤维化且 p是纤维化，则点箭头 h存在。

A X

B Y

f

µ

ph

ν

5. MC5 : 任何在M中的映射 g可以用两种方式分解：g = q ◦ i，其中 i是协纤维化且 q是非循环纤维
化，或者 g = p ◦ j，其中 j是非循环协纤维化且 p是纤维化。

Definition 29. 设 C为任意一个包含弱等价子范畴W 的范畴。“自由范畴”F(C,W−1)是通过在 C中添加
箭头W的反向箭头而定义的，它与 C具有相同的对象，其态射是可合成态射 ( f1, . . . , fn)的字符串，其中 fi
要么是 C的一个箭头，要么是箭头 wi 在W 中的反向 w−1

i 。同伦范畴 HoC被定义为“自由”范畴通过对
所有对象 x 的关系 1x = (1x) 、对所有可合成态射 f , g ∈ C 的关系 ( f , g) = (g ◦ f ) 、以及对所有 w ∈ W 的
1domw

= (w−1,w)进行商构造的结果。

模型范畴的详细概述在许多教材中给出 [Hovey, 2020, May and Ponto, 2012, Quillen, 1967]。

7.4 LLM模型类别

我们论文的一个关键结果是 LLM马尔可夫范畴定义了模型范畴。在概述证明之前，我们引入两个基本定义。
Definition 30. 设 C和 C′ 是 LLM Markov范畴 L中的一对对象。我们说 C是 C′ 的 a retract ，若存在映射
i : C→ C′和 r : C′ → C使得 r ◦ i = idC。
Definition 31. 设 L 为一个 LLM Markov 范畴。我们称态射 f : C → D 为 retract of another morphism
f ′ : C→ D，如果它是 f ′的一个收缩态，从函子范畴Hom ([1],L)的对象来看。回顾一下，[1] = {0, 1}有一
个非平凡态射 0→ 1。L的态射集合 T是 closed under retracts ，如果对于 L的每一对态射，如果 f 是 f ′
的收缩态，并且 f ′属于 T，则 f 也属于 T。
Theorem 6. LLM马尔可夫范畴定义模型范畴。
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证明大纲：证明是辛普里希亚集合定义模型范畴这一结果的一个特例 [Quillen, 1967, Hovey, 2020, May and
Ponto, 2012]：

• Fibrations are Kan complexes : Kan复形是那些满足所有角包含物提升性质的复形。使用神经函子在
LLM马尔可夫范畴上构造的单纯集合是 Kan复形，因为每个 n -单纯形是一个 n -长度的序列。通过
应用面算子，LLM的任何 n − 1 -单纯形 Xn−1 都是 LLM的 n -单纯形 Xn 的一个可缩影（见例 2-4）。

• Cofibrations are monomorphisms of simplicial sets : 如果我们在 LLM单纯集合之间的映射定义为其对
应 n -单纯形（这些单纯形是可合成态射的集合）之间的组成映射，那么 LLM模型范畴中的上纤是
单射映射。

• Weak equivalences are associated with topological emebddings of simplicial sets : 两个 LLM单纯集合间的
弱等价是它们拓扑实现之间的相应弱等价（我们在第 ??节回顾 LLM的拓扑嵌入）。

□

8 笛卡尔拓扑空间

在本节中，我们讨论拓扑空间的“良好”类别，显示明显的分类导致了一个对称单体结构，其中张量积 ⊗
被定义为拓扑空间的乘积，但它不是一个笛卡尔范畴。限制在 CW 复形（或紧生成的弱 Hausdorff 空间
[Munkres, 1984]）的子类别中，可以定义一个合适的笛卡尔结构。这一回顾将激发使用从 LLM类别通过单
纯集合构造拓扑结构的动机，这在主文中已进行了讨论。

8.1 拓扑空间中的笛卡尔结构

我们在本文中的目标是构建自然语言句子的等价类的拓扑表示，这些句子在一个大型语言模型中表示。为
此，我们需要了解一些关于拓扑空间类别的基本知识 [Borceux, 1994]，以及为何在主要论文中描述的单纯形
集构造能够导致一个良好的拓扑结构。
Definition 32. 范畴顶部定义了所有拓扑空间的范畴，其中对象是拓扑空间，箭头是从一个空间到另一个空
间的连续函数。

范畴顶部具有自然的对称单 oidal结构，具体定义见以下结果（参见 [Borceux, 1994]，第 7章）。
Theorem 7. 类别顶点上有一个自然的闭对称单元素结构，其中

• 两个空间 X和 Y的张量积 X ⊗ Y的底层集合必须是底层集合的笛卡尔积 X × Y。

• 构成内在“同态对象”函数空间 [X,Y]的集合必然是从 X到 Y的连续映射的集合 Top(X,Y)。

然而，这种自然的幺半结构不具有正确的拓扑性质，因为以下结果：
Theorem 8. 范畴顶部不是 Cartesian封闭的。

和以前一样，我们要求笛卡尔结构必须具备构造指数对象的能力。
Definition 33. 只有当积函子 − × X : Top→ Top有右伴随时，拓扑空间 X才是可指数化。

幸运的是，可以构造这样一个拓扑空间的子范畴。
Definition 34. 一个拓扑空间 X是局部紧致的，当且仅当其中每个点的邻域都包含该点的一个紧邻域。

这种限制为构建可指数化的对象带来了令人满意的结果。
Theorem 9. 局部紧空间是可指数的。对于函子 − × X的右伴随由将 Y映射到连续函数集 Top(X,Y)的函子
给出，并以紧开拓扑进行拓扑化。

Top(X,Y)上的紧开拓扑定义为

〈K,U〉 = { f ∈ Top(X,Y)| f (K) ⊆ U

其中 K是 X的紧子集，U是 Y的开子集。

拓扑空间上的理想笛卡尔结构由紧致豪斯多夫空间和紧致开映射的范畴给出。
Theorem 10. 紧致豪斯多夫空间和紧致连续映射的范畴 CGHaus 是笛卡尔闭的。
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最后，我们注意到主文中描述的单纯集合构造得到了 CW复形（紧生成的弱豪斯多夫），其定义如下：
Definition 35. 如果任何紧致 Hausdorff域的连续映射的像在 X中是闭合的，则空间 X是弱 Hausdorff 。

这些性质在理解 LLM范畴的分类空间的拓扑结构时会很有用，尤其是它们导向称为 H -空间的结合和乘法
空间。

8.2 拓扑嵌入作为末端

我们现在引入一个视角，即单纯对象的拓扑嵌入也可以被解释为一个余端 [Loregian, 2021, MacLane, 1971]
（我们在第 3.4节回顾（余）端演算）：

F : ∆o × ∆→ Top
其中 F作为从 ∆到 Sets的函子作用，映射 [n] 7→ Xn ，而协变地作为从 ∆到拓扑空间范畴 Top的函子映射
[m] 7→ ∆m 。该余端定义了一个单纯对象 X的拓扑嵌入，其中 Xn 表示具有相关概率 p的长度为 n的可组合
态射。给定该单纯对象，我们现在可以构建它的一个余端对象作为拓扑实现∫ n

(Xn) · ∆n

，其中 X : ∆op → C是由从单纯范畴 ∆到单纯对象范畴的反变函子定义的单纯对象，而 ∆ : |∆| → Top是一个
函数，从单纯范畴 ∆的拓扑 n -单纯形实现到拓扑空间 Top。在此，符号 (Xn) ·∆n意味着“共幂”，代表拓扑
n -单纯形的 Xn 份不交并集 tXn

∆。

9 LLM模糊单纯形对象

现在我们研究在第 ??节的 LLM范畴上定义的“模糊”单纯集合 [?McInnes et al., 2018]。单纯对象可以使用
最初由Milnor [1957]提出的构造嵌入到拓扑空间中。
Definition 36. 一个单纯形对象的几何实现 |X|在一个定义为拓扑空间的 LLM类别 L中的 X，其中 Xn 是
指假设具有离散拓扑的 n -单形（即，Xn 的所有子集都是开放集），并且 ∆n 表示拓扑 n -单形：2

∆n = {(p0, . . . , pn) ∈ Rn+1 | 0 ≤ pi ≤ 1,
∑

i

pi = 1}

。空间 ∆n,n ≥ 0可以被看作是具有以下退化和面映射的余简形拓扑空间：
δi(t0, . . . , tn) = (t0, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tn) for 0 ≤ i ≤ n
σ j(t0, . . . , tn) = (t0, . . . , t j + t j+1, . . . , tn) for 0 ≤ i ≤ n

。注意 δi : Rn → Rn+1 ，而 σ j : Rn → Rn−1 。上面定义商空间的等价关系由以下给出：
(di(x), (t0, . . . , tn)) ∼ (x, δi(t0, . . . , tn))
(s j(x), (t0, . . . , tn)) ∼ (x, σ j(t0, . . . , tn))

。

10 总结与未来工作

为了从范畴上捕捉语言中充斥着表面上不同但意义相同的陈述这一事实，例如“查尔斯·达尔文写了”和
“查尔斯·达尔文是作者”这类语句，我们需要在范畴语言模型中引入抽象同伦理论的思想。我们定义了一个

LLM马尔可夫范畴，以表示由 LLM生成的语言中的概率分布，其中语句的概率，例如“查尔斯·达尔文写
了”由马尔可夫范畴中的箭头定义。为解决将语言释义所表示的非同构对象视为本质等同这一基本问题，我
们使用范畴同伦技术来捕捉 LLM马尔可夫范畴中的“弱等价”。我们提供了关于将范畴同伦应用于 LLM的
详细概述，从高代数 K理论到模型范畴，这些建立在过去半个世纪发展起来的强大理论结果之上。

在本文中，我们主要关注同伦，但也可以在模糊单纯形集上构建一个链同调结构，该结构将一个 LLM映射
到一系列阿贝尔群 [?] 。在未来的工作中，我们希望将这些理论工具应用于经验性 LLM研究 [Khandelwal
et al., 2020]中的语言释义尝试，目标是深入理解实际部署的 LLM系统。

我们的论文提供了对 LLM同伦结构的抽象理论分析。它并不是为了实际演示如何解决下一个词分布的平滑
问题，以反映表面上不同语句之间的语义相似性。这类实证研究已经在文献中有所报道，比如 k -NN LLMs
[Khandelwal et al., 2020]。范畴同伦理论的本质是利用升降图解 [Gavrilovich, 2017]的概念捕捉在语义相
似性背后的通用性质。它并不直接解决计算问题，将这类见解与实践更紧密地联系起来是我们的长期目标
之一。

2在“模糊”单纯集合中，每个对象 (X[n], p)都嵌入到一个“扩展”的空间 {(p0, . . . , pn)|∑i pi = − log p}中。
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