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Abstract
尽管大语言模型（LLMs）的推理能力最近有所进步，提
高小语言模型（SLMs，例如，≤ 1.5B）的推理能力仍然
具有挑战性。一个主要障碍在于自然语言的复杂性和多
样性：本质上等价的问题常常以多种不同的表层形式出
现，经常被冗余或令人分心的细节所掩盖。这给 SLMs
带来了双重负担：它们首先必须从复杂的语言输入中提
取核心问题，然后基于这种理解执行推理。由此产生的
巨大且嘈杂的问题空间妨碍了优化，特别是对于能力有
限的模型而言。为了解决这个问题，我们提出了一种新
的框架，通过将自然语言问题映射到一个规范的问题空
间（一个语义上简化但富有表现力的领域），将理解与推
理解耦。这使得 SLMs 可以专注于标准化输入上的推理，
避免语言的多样性。在此框架内，我们引入了 DURIT
（通过迭代训练将理解与推理解耦），这是一种三步算法，
迭代地：（1）通过强化学习映射自然语言问题，（2）通
过自蒸馏对齐推理轨迹，以及（3）在问题空间中训练推
理策略。在整个过程中，映射器和推理器在交替循环中
共同训练。实验表明，DURIT 显著提高了 SLMs 在域
内和跨域数学和逻辑推理任务上的性能。除了提高推理
能力，DURIT 还提高了推理的鲁棒性，验证了将理解与
推理解耦是一种加强 SLMs 的有效策略。

引言
大型语言模型（LLMs）(Yang et al. 2025a) 在推理能力
方面展示了显著的进步 (Bi et al. 2025; Luo et al. 2025a;
Wen et al. 2024) 。然而，目前大多数研究主要集中在
相对较大的模型 (Guan et al. 2025; Li 2025; Shen et al.
2025)上，而小型语言模型（SLMs，例如，≤ 1.5B）的推
理能力尚未得到充分探索。尽管其能力有限，SLMs 在
边缘部署场景和对时延敏感的应用中由于其紧凑的尺
寸和快速推理能力而具有重要的潜力 (Sun et al. 2020;
Xu et al. 2024) 。尽管如此，由于其参数容量有限，增
强其推理能力仍然是一个显著的挑战。
最近改善大语言模型（LLM）推理能力的努力集中在

通过增强思维链（CoT） (Wei et al. 2022) ，使用诸
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如基于搜索的推理 (Li 2025; Guan et al. 2025) 和错误
纠正 (Ma et al. 2025; Yang et al. 2025b) 等技术。然
而，由于容量有限，小语言模型（SLMs）难以生成复杂
的推理痕迹，使得这些方法效果欠佳。知识蒸馏（KD）
是常用策略，通过教师生成的痕迹（例如，CoT）或令
牌级监管从较大的教师 LLM 中转移推理能力来改善
SLMs。然而，教师和学生模型之间的不匹配在数据和
教师选择上构成挑战。KD 严重依赖于多样的高质量数
据 (Gu et al. 2025) ：过于简单的例子可能导致对浅
层模式的过拟合 (Shumailov et al. 2024) ，而复杂的
CoT 痕迹可能超出 SLMs 的能力并阻碍学习 (Li et al.
2025) 。教师-学生不匹配可能进一步降低性能 (Cho
and Hariharan 2019; Chen et al. 2025) ，突显了将高质
量推理蒸馏到 SLMs 中的挑战。

与知识蒸馏（KD）不同，强化学习（RL）使模型能
够自主探索解决方案，通常产生更强的泛化性能 (Chu
et al. 2025; Huan et al. 2025) 。DeepSeek-R1 的强劲表
现 (Shao et al. 2024) 进一步强调了 RL 在增强大型语
言模型（LLM）推理能力方面的潜力。然而，SLM 面
临独特的挑战：它们必须理解自然语言问题的语义复杂
性，并在能力有限的情况下执行多步骤推理。自然语言
引起的庞大状态空间严重限制了 RL 的效率。即便是问
题措辞上的表面变化也可能误导模型 (Mirzadeh et al.
2024; Liu et al. 2025a) ，它们常常依赖于肤浅的启发式
算法，而非真正的理解。这表明模型可能无法抓住问题
的本质，容易被表层的语言变化分散注意力。相反，人
类一旦掌握问题的本质，就能轻松地在不同的表面形式
之间进行泛化。这种对比引出了一个关键问题：模型如
何才能获得这种基本的理解，并以类似人类的方式进行
泛化？我们通过提出一种新的视角来解决这个问题——
与其直接在高维、嘈杂的自然语言空间中进行推理，我
们首先将问题映射到一个低维的标准化问题空间中。这
种转换减少了虚假的可变性，通过将本质上相似的问题
聚集到更具代表性和规范的形式中来限制搜索空间。因
此，它压缩了状态空间，突出了问题的本质，减轻了表
层语言理解的负担，从而提高了探索效率。重要的是，
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我们的方法与现有的基于 Chain-of-Thought（CoT）的
方法相互独立：问题空间转换充当前端标准化层，使更
有效和鲁棒的下游推理成为可能。
在本文中，我们提出了一个通用框架，将自然语言

问题映射到一个更抽象、低维度和语义规范化的问题
空间，有效地减少了原始问题空间的复杂性。在这个
空间内，模型可以更高效地学习和推理。我们通过一
个新颖的三步交替训练算法具体化这个框架: (1) 使用
强化学习和隐式模板训练问题空间映射器，将自然语
言问题映射到标准化、低维度的形式; (2) 自蒸馏将这
种映射能力转移到标准语言模型 (SLM); (3) 通过强化
学习训练推理模型在问题空间内操作。映射器和 SLM
以交替方式优化，推动推理能力的迭代改进。为了验
证 DURIT 的有效性，我们使用 LLaMA (Grattafiori
et al. 2024)和 Qwen (Yang et al. 2025a)系列的模型进
行了全面的实证研究，参数规模从 0.5B 到 1.5B。即使
仅在 GSM8K (Cobbe et al. 2021) 数学推理数据集上
进行训练，DURIT 在一系列域内和域外数据集上，包
括那些专注于数学和逻辑推理的数据集，取得了显著的
提升，并展示了强大的泛化能力。与传统基于 CoT 的
方法不同，DURIT 通过减少问题空间的复杂性引入了
一种新的范式来改进推理。我们的主要贡献如下：
• 我们提出一个通用框架，将自然语言问题映射到一
个标准化的低维空间，减少有效状态空间，改善探索
和样本效率。

• 我们引入了一种三步交替训练算法——DURIT，该
算法将理解与推理分离开来，并通过问题空间映射
器和推理模型的迭代共同训练，逐步增强 SLM 的推
理能力和稳健性。

• 实验表明，DURIT 在数学和逻辑推理任务上，无论
是在域内还是域外设置中，均能提供显著的性能提
升，即使是在训练数据有限的情况下。除了提高准确
性，DURIT 还增强了推理的鲁棒性，这表明其对问
题内在本质的理解更深刻，并且在不同形式的表述
上具有更好的泛化能力。

相关工作
提示优化
提示优化通过改进 LLM 输入来提高测试时的性能。一
些方法使用释义 (Yuan, Neubig, and Liu 2021; Deng
et al. 2024) ，而其他方法则应用 RL 以更有效地探
索提示格式 (Deng et al. 2022; Zhang et al. 2022) 。
PRewrite (Kong et al. 2024) 通过 PPO (Schulman
et al. 2017) 使用响应准确性作为奖励来训练 LLM，但
由于基于 LLM 的提示生成而导致高推理成本。Ab-
stRaL (Gao et al. 2025) 通过将问题抽象为符号形式
并将推理委托给外部工具链来提高推理的鲁棒性。与之
前的工作不同，我们的目标是消除对外部工具的依赖，
并在自然语言空间内完全实现推理。为此，我们通过
RL 训练一个问题空间映射器，并将其转换行为提炼到
SLM 中，从而提高推理性能和鲁棒性。

知识蒸馏
知识蒸馏将知识从大型教师模型转移到较小的学生模
型，并可以分为离线和在线范式。离线知识蒸馏使用
教师生成的数据。Std-CoT (Magister et al. 2023) 在
CoT 示例上微调学生模型，而 NesyCD (Liao et al.

2025) 蒸馏一般能力并结合外部知识。在线知识蒸馏
要求教师在推理过程中提供逐词级别的监督。Vanilla-
KD (Muralidharan et al. 2024)蒸馏隐藏状态和输出概
率，BOND (Sessa et al. 2024) 采用基于模型最佳响应
的自蒸馏，STaR (Zelikman et al. 2024) 通过正确的最
终答案微调自生成的 CoT 轨迹以提高性能。与以往的
研究不同，我们的方法专注于自蒸馏以在模型内部转移
知识，使模型能够将其已学习的能力泛化到不熟悉的任
务中。

大型语言模型推理的强化学习
强化学习已被证明在增强大型语言模型的能力方面是
有效的。从人类反馈中进行的强化学习（RLHF）(Bai
et al. 2022; Ouyang et al. 2022) 现在是一种将模型输出
与人类偏好对齐的标准方法。最近的工作，如 DeepSeek-
R1 (Shao et al. 2024) 和 Kimi K1.5 (Team et al. 2025)
显示，像 GRPO 这样的技术可以显著提升推理能力，
突显了使用可验证奖励（RLVR）的 RL 的潜力。在此
基础上，许多研究提出了进一步的改进 (Yu et al. 2025;
Team et al. 2025; Liu et al. 2025b)。然而，自然语言的
广阔和复杂的状态空间对高效探索构成了主要挑战。为
了解决这个问题，我们提出了一种问题空间映射，该映
射将原始空间投射到一个低维、更有条理的表示中，从
而提高 RL 的效率。
自然语言的内在复杂性对语言模型（SLMs）提出了

双重挑战：理解微妙的语义差异和进行推理，这两者都
受到模型能力限制的约束。为了解决这一问题，我们提
出了一个将理解与推理相分离的通用框架。其核心是问
题空间的概念——一种标准化的、低维度的表示方法，
它在保留基本语义的同时抽象掉表面可变性。通过将基
本相似的问题映射到相近的表示，问题空间减少了输入
的复杂性，并为下游推理提供了更具可解释性和学习效
率的界面。如附录 F中所示，标准化复杂问题减轻了误
解，并提高了推理的准确性。形式上，设 Q表示自然语
言问题的空间，设 P ⊂ L 为从自然语言空间 L 中提取
的有限集合的规范形式。我们定义一个映射 f : Q → P
，将每个问题 q ∈ Q分配到一个规范表示 p = f(q) ∈ P
。P 和 f 的构建受以下目标的指导：其中，参数为 θ 的
SLM 在映射输入上的准确率为 Acc(f(q); θ) ，而 S 是
一组基本相似的问题对。这些约束条件鼓励状态压缩并
在问题空间内实施标准化结构。
基于此公式，我们提出了一个统一的框架（图 1），该

框架利用专门的问题空间映射器将自然语言问题投射
到一种标准化的表示中。通过聚类基本相似的问题，此
映射减少了探索空间，并在 SLM 训练过程中提高了样
本和探索效率。随着模型在此空间中的推进，其解决更
复杂问题的能力增强，逐渐改变潜在的问题分布。为了
适应这种变化，我们的框架采用了一个迭代训练范式，
在更新问题空间映射器和完善推理模型之间交替进行，
使它们能够共同进化。减少问题空间的维度增强了探索
能力并加速了收敛。为了分析这一效果，我们考虑了一
种简化的上置信界设定，并通过以下定理显示，后悔界
随着问题空间维度的减少而降低。
该证明详见附录 A。虽然 UCB 设置简化了 LLM 的

情境，定理提供了关于如何通过降低问题空间的维度来
改善探索的重要见解。具体而言，从 Q 到 P 的映射以
α = |P|/|Q| < 1 的比例压缩了空间，从而将遗憾界收
紧了

√
α 。这一结果支持了我们的核心动机：利用标准

化的抽象可以使 SLM 的推理训练更为高效。
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Figure 1: 我们的框架示例用于将理解与推理解耦。原
始自然语言空间复杂且高维，使得探索变得困难；映射
到标准化的低维问题空间可压缩状态空间，并促进更高
效的探索。

方法
我们提出了通过迭代训练的理解与推理解耦（DURIT），
设计旨在通过将问题理解与推理解耦来增强 SLMs 的
推理能力。如图 2 所示，DURIT 由三个交替步骤组
成：（1）问题映射器训练：问题映射器 M 通过 RL 训
练，在隐式模板的指导下，将原始自然语言问题映射到
问题空间。（2）自我蒸馏：转换能力通过自我蒸馏内化
到推理 SLM R ，使其能够在推理时直接处理复杂问题，
而无需依赖外部映射器 M 。（3）RL 训练：SLM R 进
一步使用 RL 优化以提高其推理性能。这三个步骤重复
交替进行，通过理解和推理的交替阶段逐步增强模型的
推理能力。完整的伪代码在附录 C ?? 中提供。

步骤 I: 问题空间映射器训练
为了将理解与推理解耦，一个问题空间映射器 M 被实
例化为一个大型语言模型（LLM），用于将自然语言问
题映射到标准化的问题空间。虽然显式模板强制标准
化，但它们劳动密集并可能阻碍小型语言模型（SLM）
的理解。为了平衡标准化和灵活性，提出了一个隐式模
板机制，使用一个代码簿柔性地引导 M 的输出风格。
此映射旨在 1）提高 SLM 对问题的理解能力，以及 2）
降低问题空间的复杂性。为了促进这一点，我们基于基
本问题相似性使用 k 最近邻（kNN）对通过模型 M 编
码的每个问题 Qi 的表示 zi 、描述及其答案进行聚类。
由于没有真实标签存在，我们采用 GRPO (Shao et al.
2024) 来基于映射问题 Q′

i 的平均正确性 racc 对冻结的
SLM 的响应进行优化 M 。为了防止 M 直接解决问
题，如果 Q′

i 包含在 Qi 中不存在的解决方案特定术语
（例如，“答案值”这样的关键词），我们应用作弊惩罚
rcheating 。总奖励为：

ri = racc + rcheating. (1)

然而，仅靠强化学习无法充分执行标准化。为了简化
问题空间，引入了基于簇标签 ti 的隐式模板。具体地，
构建了一个包含 n 个隐式模板令牌 {T1, . . . , Tn} 及对
应查询键 {k1, . . . , kn} 的码本 C ，二者均随机初始化。
在训练过程中，对于每个问题 Qi ，选择模板令牌 Tti
并与原始输入 xi = [Qi;Tti ] 一起连接，以指导 M 生成
映射后的问题 Q′

i 。为了鼓励 Q′
i 与其指定模板之间的

对齐，我们基于 InfoNCE (He et al. 2020) 目标定义了
一种模板相似性损失：

Ltemplate-sim = − log
exp

(
⟨zi,Ti⟩

τ

)
∑n

j=1 exp
(

⟨zi,T j⟩
τ

) , (2)

，其中 zi 是映射问题 Q′
i 的归一化表示，τ 是温度超参

数。在推断时，当 ti 不可用时，通过输入问题嵌入 qi
（通过平均词嵌入来近似）与学习的模板查询键之间的
余弦相似性来选择最佳匹配的隐式模板。引入了一种关
键相似性损失以促进键学习：

Lkey-sim = − log
exp

(
⟨qi,ki⟩

τ

)
∑n

j=1 exp
(

⟨qi,kj⟩
τ

) , (3)

从 qi 的梯度被分离以防止对 M 训练的干扰，并且仅
更新模板键。总体损失函数联合优化了映射策略和基于
模板的约束：

Ltotal = Lpg + α1Lkey-sim + α2Ltemplate-sim, (4)

其中 Lpg 表示来自 GRPO的策略梯度损失，而 α1 、α2

是平衡不同损失的超参数。
在训练问题空间映射器 M 后，其转换能力通过自蒸

馏被内化到 SLM 中。具体来说，M 将原始数据集 D0

转换为规范化形式 D1 = {Q′
i = M(Qi) | Qi ∈ D0} ，其

中映射的问题被设计为促进 SLM 更容易推理。然后，
我们使用 SLM在每个 Q′

i ∈ D1 上采样 N 的响应，并构
建一个过滤数据集：D2 = {(Qi, Q

′
i, yi) | Qi ∈ D0, yi =

R(Q′
i), answer(yi) = True} ，其中 yi 表示模型的响应，

answer (yi)评估其正确性。核心思想是鼓励 SLM在 Qi

上复制它在 Q′
i 上表现出的推理行为。为实现这一点，

我们将 (Q′
i, yi) 视为教师对，而 (Qi, yi) 视为相应的学

生对。SLM 通过监督微调 LSFT 和 KD LKD 的组合损
失进行训练：

p(xk) =
exp(xk/τ)∑|V |
j=1 exp(xj/τ)

, (5)

Li =
1

l

l∑
k=1

[
(1− λ)(− log ps(xk

i )) + λKL
(
pt(x

k
i ) ∥ ps(x

k
i )
)]

,

(6)
其中 l 是序列长度，xk

i 是 yi 的 k -个令牌，ps 和 pt 分
别是学生和教师对于前缀输入 Qi 和 Q′

i 的 softmax 输
出。参数 λ 在损失之间达到平衡。此设置允许学生在推
理时内部化 M 而不访问它。
将转换能力蒸馏到 SLM 之后，该模型通过 RL 进行

进一步训练，以便在原始问题空间中直接探索和推理，
利用其内在化理解。具体而言，我们使用 GRPO 算法
对原始训练数据集 D0 上的 SLM 进行微调，以答案的
正确性作为奖励信号。随着推理模型的改进，其解释和
泛化能力也在演变，这可能会改变问题空间的最佳结
构。为了适应这种变化，问题空间映射器 M 和推理模
型 R 在一个迭代循环中接受训练，从而实现问题空间
的持续完善和推理能力的逐步提升。
我们在所有实验中仅在 (Cobbe et al. 2021) 数据集

上训练模型。为了评估，我们考虑域内（IND）和域外
（OOD）设置。具体来说，我们使用 GSM8K-Platinum

(Vendrow et al. 2025) 进行 IND 评估，并为了评估分
布转移下的数学推理泛化，我们采用 MAWPS (Koncel-
Kedziorski et al. 2016)、SVAMP (Patel, Bhattamishra,
and Goyal 2021) 、MATH500 (Hendrycks et al. 2021)
和 GAOKAO (Zhang et al. 2024) 数据集。此外，为了
评估更广泛的推理能力，我们使用 LogiQA (Liu et al.
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Question Q: Albert is wondering how much 
pizza he can eat in one day. He buys 2 large 
pizzas and 2 small pizzas. A large pizza has 16 
slices and a small pizza has 8 slices. If he eats it 
all, how many pieces does he eat that day?

Question Q’: Albert buys 2 large pizzas and 2 
small pizzas. Each large pizza has 16 slices and 
each small pizza has 8 slices. If he eats all of 
them, how many slices does he eat in one day?

...

+

+
data flow

loss flow

Decoupled Understanding and Reasoning via Iterative Training 

filter

Question Q’ Question Q

Figure 2: DURIT方法的框架。经过基于 KNN的聚类后，DURIT (1)通过隐式映射压缩问题，(2)将其提炼为 SLM，
并且 (3) 通过具有交替共同训练的强化学习进行优化。

2020) 数据集对模型进行逻辑推理评估。这个全面的评
估设置使我们能够系统地分析 DURIT 对 SLMs 跨多
个领域总体推理能力的影响。
我们将我们的方法与四个类别中的几个代表性基线

进行比较：（1）CoT 蒸馏：包括 Std-CoT (Magister
et al. 2023) ，并且类似于 DURIT 的第二阶段，我们
额外引入了 STaR (Zelikman et al. 2024) ，在每个问题
中，我们使用 SLM 采样 N 个 CoT 响应，并根据最终
答案过滤出正确的用于微调；（2）提示优化：PRewrite
(Kong et al. 2024) ，其同样采用 RL 来优化提示；（3）
基于 RL 的方法：GRPO (Shao et al. 2024) ；（4）知识
蒸馏：我们采用 Vanilla-KD (Muralidharan et al. 2024)
，这需要教师 LM 的在线推理来获取令牌级输出分布。
在我们的设置中，映射器模型作为教师。与之前的工作
(Sheng, Li, and Zeng 2025) 一致，我们采用答案准确性
作为主要评估指标。更多基线的详细信息可在附录 B.3
?? 中找到。
为了评估 DURIT 的泛化能力，我们测试了不同

的基础模型，包括最近强指令跟随和推理导向的模
型，如 Qwen2.5-0.5B-Instruct (Yang et al. 2025a) 和
Llama3.2-1B-Instruct (Grattafiori et al. 2024) 。对于
映射模型，我们在 Qwen 系列中使用 Qwen2.5-3B-
Instruct，在 Llama 系列中使用 Llama3.2-3B-Instruct，
以确保架构的一致性。代码簿包含 32 个隐式模板，模
板查询键的损失系数为 α1 = 1e−3 ，令牌的损失系数
为 α2 = 1e−2 。训练分为三个步骤：步骤 I 运行 1 轮，
步骤 II 运行 5 轮，步骤 III 运行 3 轮。所有实验均在
2 个 40GB 内存的 A100 GPU 上进行。对于推理，我
们采用不使用 vLLM (Kwon et al. 2023) 加速的贪婪解
码。附加的实现细节可以在附录 B.3 ?? 中找到。我们
还在 Qwen2.5-1.5B-Instruct 模型上评估了我们的方法；
详细结果和示例见附录 E.1 ?? 和 F 。
如表 1 所示，DURIT 在 IND 和 OOD 基准上均优

于所有基线。显著的是，即使仅在 GSM8K 数据集上
训练，DURIT 也能在所有数据集上持续提供显著的性
能提升。只需一次迭代，它在 Qwen2.5-0.5B-Instruct
和 Llama3.2-1B-Instruct 上分别实现了比最强基线方
法高出 2.06 % 和 2.35 % 的平均准确率提升。重要的
是，DURIT 在不依赖外部大模型进行 CoT 监督的情

况下实现了这些提升。相反，它充分利用模型自身的推
理能力来探索、适应并转移先验知识。值得注意的是，
DURIT甚至胜过依赖更强教师模型如 DeepSeek-R1的
蒸馏方法。因为它完全在模型内部运行，DURIT 避免
了额外的 API 成本和基础设施开销，提供了广泛的适
用性和高成本效率。通过第二次迭代训练，DURIT 的
推理能力进一步增强：即使继续使用 GSM8K 数据集，
它在 Qwen2.5-0.5B-Instruct上取得了 0.36 %的平均准
确率提升，在 Llama3.2-1B-Instruct 上取得了 0.69 %
的提升。使用不同数据集进行第二次迭代时会观察到更
大的改进（详见后续部分 ?? ），这表明 DURIT 在各
领域中的强泛化能力及其在减少推理获取的认知负荷
方面的有效性。
通过将自然语言问题投射到一个更加本质且低维度

的问题空间中，DURIT 专注于问题的基本语义。这
种抽象减少了表面层次表达的变化，抑制了虚假或无
关的提示，从而增强了推理的鲁棒性。为了验证这一说
法，我们使用 Qwen2.5-0.5B-Instruct和 LLaMA3.2-1B-
Instruct 在 GSM-Symbolic 基准 (Mirzadeh et al. 2024)
上进行评估。由于原始数据集仅包含 100 个示例并且
表现出高度方差，我们遵循 (Gao et al. 2025; Liu et al.
2025a) 并采用平均准确率的相对下降作为鲁棒性度量。
结果报告在表格 2 中。DURIT 在所有方法中几乎达
到了最小的准确率相对下降，这表明其推理增益伴随着
显著增强的鲁棒性。其他模型规模的结果在附录 E.1 ??
中提供。
为了评估不同迭代训练数据集对 DURIT 的影响，我

们进行了第二次迭代，使用 GSM8K、MATH 和过滤
版的 DeepScaleR，继第一次基于 GSM8K 的迭代之后。
如图 ?? 所示，当训练数据不同于第一次迭代所用的数
据时，第二次迭代带来了更显著的改进。这一发现突出
了 DURIT 在解耦理解与推理方面的优势，使其能够有
效利用互补的数据源。此外，使用更具多样性的数据集
进行训练始终能提高整体性能并增强模型的推理能力。
数据集的详细描述见附录 B.2 。
为了评估不同模型作为映射器对 DURIT 性能的影

响，我们将推理 SLM 固定为 Qwen2.5-0.5B-Instruct，
并使用各种映射器模型执行一次 DURIT 更新。具体
而言，我们尝试了 Qwen2.5-3B/1.5B/0.5B-Instruct 和
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Methods In-Domain Out-of-Domain Average
gsm8k-platinum MAWPS SVAMP MATH500 GAOKAO LogiQA

# Qwen2.5-0.5B-Instruct based

Base (Yang et al. 2025a) 45.74 54.23 54.67 27.80 18.55 14.44 35.91
CoT-Dis (Magister et al. 2023) 44.67 55.77 58.33 18.80 12.90 30.41 36.81
STaR (Zelikman et al. 2024) 51.86 57.88 61.67 29.60 18.55 23.50 40.51
GRPO (Shao et al. 2024) 51.03 58.08 61.00 27.40 21.77 22.73 40.34
PRewrite (Kong et al. 2024) 47.23 56.73 57.00 29.80 19.35 23.96 39.01
Vanilla-KD (Muralidharan et al. 2024) 49.30 57.69 61.67 30.4 23.39 20.74 40.53
DURIT (ours, iter=1) 53.68 60.19 62.67 31.00 23.39 24.58 42.59
DURIT (ours, iter=2) 53.10 60.38 63.00 32.80 22.58 25.81 42.95

# Llama3.2-1B-Instruct based

Base (Grattafiori et al. 2024) 30.52 5.77 20.67 22.60 12.10 1.54 15.53
CoT-Dis (Magister et al. 2023) 48.06 56.92 57.67 24.60 12.90 21.81 36.99
STaR (Zelikman et al. 2024) 36.31 52.50 54.33 20.00 16.94 8.45 31.42
GRPO (Shao et al. 2024) 48.39 59.23 57.67 26.40 16.13 4.45 35.38
PRewrite (Kong et al. 2024) 35.81 41.34 46.00 18.80 12.10 3.53 26.26
Vanilla-KD (Muralidharan et al. 2024) 42.35 64.23 62.67 22.40 16.13 7.99 35.96
DURIT (ours, iter=1) 50.37 59.62 64.33 26.00 14.52 21.20 39.34
DURIT (ours, iter=2) 52.36 62.31 66.00 27.60 12.10 19.82 40.03

Table 1: Qwen2.5-0.5B-Instruct 和 Llama3.2-1B-Instruct 模型在六个代表性基准测试中采用不同方法的性能（%）。
加粗和 underline 分别表示最佳和次佳结果。

Method Qwen-0.5B Llama-1B
Orig Symb ∆% Orig Symb ∆%

Base 46.0 41.6 -9.6 21.0 16.0 -23.7
CoT-Dis 47.0 40.6 -13.7 51.0 38.3 -24.9
STaR 51.0 41.0 -19.7 33.0 27.1 -17.8
GRPO 50.0 42.9 -14.3 44.0 35.8 -18.6
PRewrite 48.0 42.0 -12.0 39.0 21.9 -43.8
Vanilla-KD 51.0 42.2 -17.2 42.0 33.4 -20.5
DURIT 48.0 42.6 -11.3 44.0 40.8 -7.2

Table 2: 在 Qwen2.5-0.5B-Instruct 和 Llama3.2-1B-
Instruct 上不同方法的比较。DURIT 以单次迭代进行
训练。Orig: 原始测试集；Symb: gsm-symbolic；∆% ：
从 Orig 到 Symb 的相对性能下降。每组结果中加粗和
underline 表示第一和第二最佳结果。

Llama3.2-3B-Instruct，以评估模型规模和模型家族对
DURIT的影响。鉴于 Qwen2.5-0.5B-Instruct相对较弱
的指令跟随能力，我们用 Qwen2.5-3B-Instruct 生成的
200 个映射器数据对其进行热启动，以改善其初始对齐
行为。结果显示在图 ??中，来自同一模型家族的映射器
通常表现优于其他家族的映射器，并且随着映射器模型
大小的增加，性能往往会略有改善。然而，各映射器的
总体性能差异仍然很小，这表明 DURIT 对映射器的选
择具有鲁棒性。即使使用像 Qwen2.5-0.5B-Instruct 这
样轻量级的映射器，DURIT 也能在不依赖外部较大模
型的情况下实现强大性能。

不同映射提示下的性能
为了评估映射器提示设计对 DURIT 性能的影响，我们
尝试了三种不同的提示公式（见附录 B.3 ?? ），使
用 Qwen2.5-3B-Instruct 作为映射器，Qwen2.5-0.5B-
Instruct作为推理 SLM。每个配置在相同条件下进行了
一个迭代的训练。如图 ?? 所示，性能在不同提示之间
略有变化：更明确和标准化的提示往往能产生更好的结
果。然而，所有的提示变体都带来了强劲的性能，表明
DURIT 在映射器提示设计的差异上具有鲁棒性。
我们使用 Qwen2.5-0.5B-Instruct 模型进行消融研究，

以评估 DURIT 中每个组件的贡献。对于步骤 I，我们
通过用 PRewrite ( w/o tem ) 替换映射器来评估隐式
模板约束的影响，同时保持 DURIT 的步骤 II 和步骤
III 中的后续过程不变。对于步骤 II，我们通过去除自
蒸馏并仅保留 SFT 损失 ( w/o sd ) 以及去除 sft 损失 (
w/o sft ) 来检验 SFT 的必要性。对于步骤 III，我们研
究去除 GRPO 训练的效果 ( w/o grpo )。如表格 3 所
示，消融任何单一组件都会导致性能下降。w/o tem 破
坏了问题空间的标准化，导致表现不够紧凑，以及较低
的探索效率。w/o sd 对域内性能影响较小，但显著削
弱了域外泛化能力，强调了自蒸馏在降低理解负担和增
强鲁棒性方面的作用。w/o sft 可能对模型固有的推理
机制产生过度破坏，同时使其受限于映射问题中的偏见
或不正确的推理模式，可能导致性能进一步下降。最后，
w/o grpo 始终降低准确性，证实了在自蒸馏后强化推
理的必要性。
为了可视化映射问题在 SLM 中的表示，我们分析

了 Qwen2.5-0.5B-Instruct在 GSM8K-Platinum上的最
终隐藏层表示，使用原始输入及其通过 PRewrite 和
DURIT 生成的映射版本。我们使用平均 k 近邻距离来
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Variant GSM MW SV MT GK LQ Avg.
DURIT 53.68 60.19 62.67 31.00 23.39 24.58 42.59
w/o tem 53.02 59.04 60.00 31.40 20.97 23.04 41.25
w/o sd 53.52 60.58 58.33 30.80 21.77 24.88 41.65
w/o sft 51.20 57.31 61.67 28.60 19.35 22.73 40.14
w/o grpo 49.30 57.69 61.67 30.40 23.39 20.74 40.53

Table 3: 对 Qwen2.5-0.5B-Instruct 在六个基准数据集
上的消融研究。我们报告了在 GSM8K（简称 GSM）、
MAWPS（MW）、SVAMP（SV）、MATH500（MT）、
GAOKAO（GK）和 LogiQA（LQ）上的准确率（%）。
所有变体都经过单次 DURIT 迭代训练。

PCA: Last Hidden Layer Avg
Original
Mapped

Figure 3:
(a) PRewrite 主成分分析

PCA: Last Hidden Layer Avg
Original
Mapped

Figure 4:
（b）DURIT 主成分分析

Figure 5: 用 Qwen2.5-0.5B-Instruct 对不同方法的隐藏
表示进行 PCA 可视化。

量化这些表示的局部紧凑性，如表 4 所报导的。此外，
我们应用主成分分析（PCA）将高维隐藏状态投影到
二维进行可视化，如图 5 所示。与原始和 PRewrite 映
射的输入相比，DURIT 映射的输入在嵌入空间中形成
了显著更紧凑的聚类。这表明 DURIT 映射有助于去除
冗余或不相关的语言变异，有效地降低了问题空间的维
度。因此，模型可能更好地捕捉到问题的本质，可能导
致更有效的学习。
在这项工作中，我们提出了一个通用问题空间映射

框架，并在此基础上实例化了一个具体算法 DURIT。
DURIT由三个关键步骤组成：(1)通过增强学习和隐式
模板指导训练的问题空间映射器，(2) 将映射能力内化
到 SLM 中的自我蒸馏，以及 (3) 在缩减的问题空间内
优化 SLM 的推理能力。通过交替训练映射器和 SLM，
DURIT 实现了推理能力和鲁棒性的迭代改进。实验证
明，DURIT 始终优于微调的基线，无论是域内还是域
外的推理任务，表现出显著的改进，同时也具有增强的
鲁棒性。
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附录 A: 定理 1 的证明
Theorem 1. 设 Q 为自然语言问题的有限集合，被视为
不同的状态 s ，并设 A 表示候选响应的集合。在每一
轮 t ∈ {1, . . . , T} 中，SLM 观察一个问题 st ∈ Q ，选
择一个动作 at ∈ A ，并获得奖励 r(st, at) 。假设通过
在情境赌博机设置中使用按状态的上置信界（UCB）算
法进行学习。那么，经过 T 轮后的总后悔值被限制在

RT = O
(√

|Q| · |A| · T · lnT
)
,

，其中 |.| 是集合的元素数量。

Proof. 我们将每个自然语言问题 x ∈ Q 视为一个独特
的状态 s，并将候选响应集定义为动作空间 A。在每一
轮 t ∈ {1, . . . , T} 中，代理观察一个状态 st ∈ Q ，选择
一个动作 at ∈ A，并接收一个奖励 rt = r(st, at) ∈ [0, 1]
，其期望值为 µ(st, at) 。令 µ∗(s) = maxa∈A µ(s, a) 为
状态 s 的最优期望奖励。总遗憾定义为：第 1 步：按状
态-动作对分解遗憾。令 ∆(s, a) = µ∗(s)−µ(s, a)表示在
状态 s下动作 a的非最优性差距。令 NT (s, a)表示在状
态 s下选择动作 a的次数，直到第 T 轮。则总遗憾表达
为：其中 a∗(s) = arg maxa∈A µ(s, a) 。第 2 步：对单个
状态限制遗憾。固定 s ∈ Q ，并令 Ts =

∑
a∈A NT (s, a)

表示状态 s 出现的次数。当处于状态 s 时，代理面临一
个标准的多臂老虎机问题，具有 |A|个臂。根据 UCB算
法，对状态 s的遗憾被限制为 (Auer, Cesa-Bianchi, and
Fischer 2002; Bubeck, Cesa-Bianchi et al. 2012) ：由于
Ts ≤ T ，我们有 lnTs ≤ lnT ，因此：第 3步：对所有状
态求和。总遗憾是所有状态的遗憾之和：令 C1 > 0为一
个常数，使得对于所有 s ∈ Q，Rs ≤ C1

√
|A| · Ts · lnT

成立。则：第 4 步：应用柯西-施瓦兹不等式。为了限
制和

∑
s∈Q

√
Ts ，我们使用柯西-施瓦兹不等式：由于∑

s∈Q Ts = T ，这简化为：第 5 步：最终界限。代入回
RT 的表达式中，我们得到：因此，总遗憾被界定为：

附录 B: 实验设置
我们在表 ?? 中总结了训练和评估数据集中的样本数量。
GSM8K (Cobbe et al. 2021) 数据集用作主要的训练
集。GSM8K-1 到 GSM8K-3 指的是在 DURIT 的步骤
二中获得的过滤子集，而 GSM8K-4 包含由 DeepSeek-
R1 (Shao et al. 2024) 生成的 CoT 示例。GSM8K-5 到
GSM8K-7 对应于不同基本模型为 STaR 生成的 CoT
数据。所有其他数据集仅用于图 ?? 中提示的评估。
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附录 B.2: 迭代训练实验的数据集
迭代训练实验中使用的数据集描述如下。在第二次迭
代中，我们使用了来自 GSM8K 数据集的完整 7,473
个样本和来自 MATH 数据集的完整 7,500 个样本
(Hendrycks et al. 2021) 。对于 DeepScaleR (Luo et al.
2025b) ，为了控制难度水平，我们首先使用温度 0.7 生
成每个实例的 8 个响应，并使用 vLLM (Kwon et al.
2023) 加速解码。然后，我们舍弃了表现出极端难度的
样本，具体而言，就是那些在采样响应中平均准确率为
1.0 或 0.0 的样本。在剩余的样本中，我们随机选择了
7,500 个样本进行训练，以确保所有三个实验设置使用
的数据集大小相等。
所有实验均使用 VeRL 框架实现，并使用 Python

3.10 和 PyTorch 2.6。我们使用 DeepSeek-R1-0528 在
GSM8K 训练数据集上生成 CoT 推理轨迹，这些轨迹
由类似于 (Liao et al. 2025) 的提示引导，并如图 6 所
示。然后在我们的 CoT-Dis设置中蒸馏这些轨迹以监督
SLM 训练。对于 STaR，我们遵循与 DURIT 相同的设
置，通过使用 SLM 采样 8 个答案并在过滤后只提炼正
确的 CoT 轨迹。对于 Vanilla-KD (Muralidharan et al.
2024) ，我们使用来自 DURIT 的映射模型作为知识蒸
馏的教师。所有蒸馏方法训练 5 个周期，与 DURIT 步
骤 II 一致。我们将最大序列长度设置为 2536，学习率
为 1e−5 ，KL 损失系数为 0.001，批量大小为 4。对于
GRPO (Shao et al. 2024)，我们对每个查询采样 8个响
应，将批量大小设置为 16，学习率为 1e−6 ，最大响应
长度为 1024，并训练 3 个周期。对于 PRewrite (Kong
et al. 2024)，我们使用 GRPO算法进行提示优化，在优
化过程中使用 DURIT 映射模型作为翻译器。模型训练
1个周期，与 DURIT步骤 I一致。对于 PRewrite，我们
通过评估 20 个提示变体（包括原始的 PRewrite 提示）
进行提示微调，并选择表现最佳的一个，它与 DURIT
映射器使用的提示相一致（如图 7所示）。对于 DURIT，
我们采用相同的提示（见图 7 ），将选择参数 λ 设置为
对 Qwen2.5-0.5B-Instruct 模型 (Yang et al. 2025a) 为
0.2，对于 Llama3.2-1B-Instruct模型 (Grattafiori et al.
2024)为 0.05。对于 Qwen2.5-1.5B-Instruct模型，我们
在 DURIT 中将自蒸馏学习率设置为 1e-6，并将 λ 设
置为 0.01。为了评估 DURIT 对提示变化的鲁棒性，我
们另外评估了两个备选提示设计，如图 8 和 9 所示。
所有其他训练超参数与相应的基线相同，以确保公平比
较，并将随机种子设置为 1。所有模型均使用 AdamW
优化器进行优化，设置 β1 = 0.9 ，β2 = 0.95 ，和权重
衰减为 0.01。
我们在算法 1 中展示了 DURIT 的伪代码。

附录 D: 局限性
我们所提出的将理解与推理解耦的方法为增强大型语
言模型（LLMs）的推理能力提供了一种新的视角。然
而，承认我们研究的局限性同样重要。由于硬件限制，
我们没有对更大的模型（例如超过 3B 参数的模型）进
行实验。然而，所提出的方法在扩展到更大的模型方面
展现出很大的潜力，因为解耦机制和问题空间维度的减
少可以共同提高探索、学习效率和推理的鲁棒性。尽管
我们的方法由于需要专用映射器而引入了额外的训练
开销，其核心优势在于通过模型自身的能力来增强推理
和鲁棒性——而无需依赖外部强模型。相比于蒸馏等方
法，我们的方法在应用于强大模型方面更加广泛，避免

了 API 访问的高成本以及需要匹配良好的教师与大规
模训练数据的限制。这带来了更好的可扩展性和泛化能
力。
为了进一步验证我们方法的有效性，我们在 Qwen2.5-

1.5B-Instruct模型上进行了实验，结果如表 5所示。经
过一次迭代后，DURIT 相较于最强的极端基线平均准
确率提升了 1.01 %，特别是在MATH500和 GAOKAO
数据集上有显著的提升，分别达到 53.60 % 和 32.26 %
。第二次迭代带来了进一步的改进，证明了该方法的
扩展性和稳定性。虽然由于 GSM8K 数据集相对简单，
提供的额外收益有限，但在训练更复杂的数据集时，
DURIT 展示出了更大的潜力，突显了其通过明确将理
解与推理解耦来提升探索效率的能力。此外，如表 6所
示，DURIT 在推理方面表现出很强的鲁棒性：在 gsm-
symbolic (Mirzadeh et al. 2024) 数据集上，它的准确率
甚至高于原始的 GSM8K-100 子集，并在符号扰动下减
少性能下降方面超越了所有极端基线。这些结果证实，
DURIT 通过在一个更抽象和规范的问题空间中进行推
理，有效地减轻了虚假相关的影响，从而在推理准确性
和鲁棒性上均有一致的提升。
为了评估 DURIT 在超出数学领域的泛化能力，我

们使用 Qwen2.5-1.5B-Instruct 模型在逻辑推理数据集
LogiQA 上进行了额外的训练。由于 LogiQA 由选择题
组成，我们引入了来自 GSM8K 的填空题子集，以缓解
潜在的特定格式遗忘，并保持模型在不同答案格式下的
泛化能力。具体来说，我们通过在 LogiQA 中随机抽取
4000 个实例和在 GSM8K 中抽取 2000 个实例，构建了
一个包含 6000 个例子的混合训练集。如表 7 所示，基
于 DeepSeek-R1 的 CoT-Dis 方法表现明显较差，主要
是由于在 LogiQA 数据集上生成的过于复杂的 CoT 推
理。这些复杂的推理过程对于 SLM 来说难以学习和泛
化，最终削弱了学生模型在任务间的推理能力。这个观
察揭示了传统知识蒸馏方法的潜在局限性，即当教师输
出与学生的学习能力不匹配时。然而，尽管 DURIT 主
要是在逻辑推理数据上训练的，它仍能实现最佳的整体
准确率，一次和两次迭代后在 LogiQA 数据集上分别超
出最强基线 +0.43 % 和 +0.62 % 平均值，以及 +1.23
%，并在大多数基准测试中，包括那些专注于数学推理
的基准测试中持续提供高准确率。此外，如表 8 所示，
DURIT显示出优越的鲁棒性，甚至在 gsm-symbolic数
据集上达到更高的准确率，这突显了通过提议的理解和
推理分离来增强其推理能力和鲁棒性。这些结果证实了
DURIT 在提高一般推理性能方面的有效性和领域可转
移性。
为了研究超参数对算法性能的影响，我们使用

Qwen2.5-0.5B-Instruct 模型对蒸馏系数 λ 进行深入分
析。实验结果如图 10 所示。我们观察到，当 λ 过小时，
训练目标被监督微调 (SFT) 损失主导，这可能过度限
制模型在强化学习 (RL)阶段的探索能力。随着 λ增加，
性能提高并在 λ = 0.2 达到峰值。然而，进一步增加 λ
导致性能下降，可能是由于自蒸馏的过度影响。在这种
情况下，模型可能过度依赖于对转换问题 Q′ 的潜在不
准确解释，引入有害噪声，不仅降低学习效果，还可能
扰乱模型原有的内部推理模式。总体而言，性能在广泛
的 λ 值范围内 (从 0.1 到 0.5) 保持相对稳定，λ = 0.2
成为最有效的选择。
为了进一步验证 DURIT 在提高训练效率方面的有

效性，我们将 DURIT（第一轮的第三步）的训练奖励
与 Qwen2.5-0.5B-Instruct 和 Llama3.2-1B-Instruct 模
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Generate CoTs

You are an expert assistant teacher specializing in math problems. For each task, first provide a detailed step-by-step reasoning process and 
then give the final answer enclosed in \\box{}.
Question: {QUESTION}. 

Answer: Let's think step by step and output the final answer within \\boxed{}.

Figure 6: 用于指导 DeepSeek-R1-0528 生成 CoT 推理轨迹的提示。

Prompt Design for the Problem Space Mapper M

You are a professional exam editor. Your task is to rephrase exam questions to make them clearer and easier to understand without changing 
their meaning. Focus only on improving clarity, conciseness, and consistency in phrasing. Do not solve the question, do not explain it, and do 
not suggest or imply any answers. You may simplify wording and remove unnecessary background information, but you must retain all details, 
conditions, and context necessary to solve the problem. Output only the rewritten question as a single clear paragraph.

Figure 7: 问题空间映射器 M 的提示。

Design Variant of Prompt 2 for the Problem Space Mapper M

Rewrite the following questions by rephrasing them without altering their original meaning. Preserve all details relevant to solving the problem, 
including any conditions, constraints, or contextual information. Use consistent language for questions with the same meaning. Output only the 
rewritten questions. 

Figure 8: 问题空间映射器 M 的探索性提示 2。

Design Variant of Prompt 3 for the Problem Space Mapper M

You are a professional exam question editor. Your task is to rewrite exam questions to improve clarity, conciseness, and consistency, without 
altering their original meaning. Preserve all essential information, conditions, and context needed to solve the question, but remove any 
redundant or overly complex wording. Do not solve, explain, or provide hints for the question. Only output the revised version as a single clear 
and well-structured paragraph. 

Figure 9: 问题空间映射器 M 的探索性提示 3。
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Methods In-Domain Out-of-Domain Average
gsm8k-platinum MAWPS SVAMP MATH500 GAOKAO LogiQA

# Qwen2.5-1.5B-Instruct based

Base (Yang et al. 2025a) 72.46 57.88 73.00 46.40 25.00 40.86 52.60
CoT-Dis (Magister et al. 2023) 71.63 59.42 85.67 42.40 20.97 37.48 52.93
STaR (Zelikman et al. 2024) 76.34 63.27 80.67 49.40 26.61 42.24 56.42
GRPO (Shao et al. 2024) 76.43 63.85 83.67 50.20 28.23 39.32 56.95
PRewrite (Kong et al. 2024) 70.55 54.42 80.00 45.60 20.16 31.03 50.29
Vanilla-KD (Muralidharan et al. 2024) 76.18 62.69 82.00 51.80 24.19 36.56 55.57
DURIT (ours, iter=1) 76.34 63.46 81.67 53.60 32.26 40.40 57.96
DURIT (ours, iter=2) 76.01 62.88 84.00 52.20 30.65 42.40 58.02

Table 5: 在六个代表性基准上评估，GSM8K 数据集中训练的 Qwen2.5-1.5B-Instruct 模型的性能（%）。加粗和
underline 分别表示最佳和次佳结果。

Method Qwen-1.5B
Orig Symb ∆%

Base 67.00 63.82 -4.75
CoT-Dis 71.00 68.24 -3.89
STaR 79.00 67.10 -15.06
GRPO 65.00 66.50 +2.31
PRewrite 70.00 63.82 -8.83
Vanilla-KD 73.00 68.34 -6.38
DURIT 64.00 66.68 +4.19

Table 6: 基于在 GSM8K 数据集上训练的 Qwen2.5-
1.5B-Instruct，对不同方法的比较。DURIT 使用单次
迭代进行训练。Orig: 原始的 GSM8K-100 子集；Symb:
gsm-symbolic；∆% : 从 Orig 到 Symb 的相对性能下
降。每组中的最佳和次佳结果分别用粗体和 underline
标出。

型上的 GRPO 基线进行比较，如图 11 和 12 所示。对
于这两种模型，DURIT 只在一小部分训练步骤后就达
到了与收敛的 GRPO 基线相同的奖励水平，大大减少
了训练时间并提高了样本效率。此外，DURIT 在收敛
后获得了更高的最终奖励，这表明它不仅能够通过将理
解与推理解耦和压缩有效状态空间来加速强化学习，而
且还能提高收敛质量。这些结果也为定理 ?? 提供了实
证支持。
为了比较所有方法的训练开销，我们报告了在一块

80GB 内存的 NVIDIA A800 GPU 上测量的总运行时
间，使用 Qwen2.5-0.5B-Instruct 作为基础模型，结果
如表 9 所示。对于 CoT-Dis，主要瓶颈在于从一个强大
的教师模型中收集 CoT 数据。在 DeepSeek-R1 的情况
下，由于 API 响应相对较慢，我们使用三个并发终端，
但仍然需要 60 小时来完成数据收集，并且增加了额外
的 API 使用成本。对于 STaR，从基础模型生成 CoT
输出大约需要 2 小时，总运行时间为 3.2 小时。对于
GRPO，训练在 3个 epoch内收敛，总计需要 6.2小时。
PRewrite 仅在 0.23 个 epoch 的训练（1.7 小时）内收
敛；然而，由于需要一个问题重写器作为预处理步骤，
它在推理时引入了额外的开销。Vanilla-KD花费 2.4小
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Figure 10: Qwen2.5-0.5B-Instruct在不同蒸馏系数 λ下
六个数据集的平均准确率。
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Figure 11: Qwen2.5-0.5B-Instruct 在 DURIT-步骤 III
与 GRPO 基线之间的训练奖励比较。
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Methods In-Domain Out-of-Domain Average
gsm8k-platinum LogiQA SVAMP MATH500 GAOKAO MAWPS

# Qwen2.5-1.5B-Instruct based

Base (Yang et al. 2025a) 72.46 40.86 73.00 46.40 25.00 57.88 52.60
CoT-Dis (Magister et al. 2023) 69.73 30.26 74.33 33.20 21.77 55.58 47.48
STaR (Zelikman et al. 2024) 74.44 43.93 84.00 49.40 25.00 62.69 56.58
GRPO (Shao et al. 2024) 75.85 43.63 83.67 50.20 26.61 62.69 57.11
PRewrite (Kong et al. 2024) 70.14 31.64 79.00 46.60 23.39 55.38 51.03
Vanilla-KD (Muralidharan et al. 2024) 75.93 39.01 82.00 51.60 27.42 63.65 56.60
DURIT (ours, iter=1) 76.84 43.47 84.00 50.60 27.42 62.88 57.54
DURIT (ours, iter=2) 75.43 45.16 85.00 53.00 26.61 61.15 57.73

Table 7: 在六个具有代表性的基准测试中，对在 GSM8K + LogiQA 混合数据集上训练的 Qwen2.5-1.5B-Instruct 模
型的性能（%）进行评估。加粗和 underline 分别表示最佳和次佳结果。

Method Qwen-1.5B
Orig Symb ∆%

Base 67.00 63.82 -4.75
CoT-Dis 70.00 55.20 -21.14
STaR 73.00 66.70 -8.63
GRPO 70.00 66.04 -5.66
PRewrite 68.00 63.60 -6.47
Vanilla-KD 76.00 68.42 -9.97
DURIT 64.00 65.42 +2.22

Table 8: 基于在 GSM8K + LogiQA 混合数据集上训练
的 Qwen2.5-1.5B-Instruct的不同方法比较。DURIT使
用单次迭代训练。Orig：原始 GSM8K-100子集；Symb：
gsm-符号化；∆% ：相对于 Orig 到 Symb 的性能下降。
加粗和 underline 表示每组中的最佳和次佳结果。

时从教师模型收集 CoT 响应，并在 2.3 小时内完成训
练，总计 4.7 小时。对于 DURIT，步骤 I 在 1.7 小时内
（0.23 个 epoch）训练问题空间映射器到收敛。步骤 II
在 2.8 小时内执行问题映射并收集基础模型 CoT 响应，
然后进行 1.2 小时的自蒸馏。步骤 III 涉及 6.2 小时的
GRPO 训练，总运行时间为 11.9 小时。值得注意的是，
DURIT 在没有步骤 III 的情况下（即没有 grpo）已经
实现了最先进的性能，如主论文中的消融结果所示，总
训练成本仅为 5.7 小时。此外，当 Step III 强化学习仅
在数据的 10 % 上进行训练时，该模型在奖励方面超过
了完整的 GRPO 基线（见图 11 ），总训练时间只比
GRPO长 0.1小时。这些结果强调了 DURIT通过将理
解与推理分离并有效压缩问题空间，提高了探索效率和
收敛速度。这为增强 LLM 的推理能力和鲁棒性提供了
新的视角。

附录 F：案例研究
原始问题和转换后问题的示例，以及 Qwen2.5-0.5B-
Instruct 和 Llama 3.2-1B-Instruct 基础模型的相应回
答，分别展示在图 13 和图 14 中。在转换之前，模型
误解了原始问题中描述的折扣机制，导致得到错误的答
案。经过问题空间映射器 M 的转换后，问题被重新表
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Figure 12: Llama3.2-1B-Instruct 在 DURIT-step III 和
GRPO 基线之间的训练奖励比较。

述为更简洁和标准化的形式，有效地降低了模型的理解
负担。这使更集中的推理成为可能，最终导致了正确的
解决方案。
图 15 、图 16 、图 17 和图 18 提供了来自 GSM8K-

Platinum (Vendrow et al. 2025) 、GAOKAO (Zhang
et al. 2024)、SVAMP (Patel, Bhattamishra, and Goyal
2021) 和 MATH500 (Hendrycks et al. 2021) 数据集的
示例，突显了我们的 DURIT 方法带来的显著推理增
强。在第一个案例中（图 15 ），基础模型因复杂的题目
细节而产生混乱，采用了错误的逆向推理方法。相反，
通过 DURIT 训练的模型正确解读了问题，采用了强有
力的方程求解策略，并利用 RL 激活的自我纠正机制在
解题中途纠正错误，最终得到正确结论。在第二个案例
中（图 16 ），基础模型依赖于错误的公式，导致答案
冗长且错误。然而，DURIT 训练的模型展示了优越的
推理能力，提供了既简洁又正确的解决方案。在第三个
案例中（图 17 ），基础模型被关于公交容量的干扰信
息误导，结果计算错误。相反，DURIT 训练的模型准
确理解了公交容量所施加的限制，执行了正确的条件推
理，得到正确答案。在第四个案例中（图 18 ），基础模
型错误地将 9 当作 3 的立方，导致错误的结论。相反，
DURIT训练的模型采用了正确且更为简洁的推理路径，
得出正确答案。
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Instance-Level Comparison of Qwen2.5-0.5B-Instruct’s Answers Before and After Problem Mapping

Original Problem: 

A concert ticket costs $40. Mr. Benson bought 12 tickets and received a 5% discount . How much did Mr. 
Benson pay in all? Let's think step by step and Only output the final choice within \boxed{}.



Model’ response:

To determine how much Mr. Benson paid in total for the concert tickets, we need to follow these steps:

1. Calculate the number of tickets he bought that qualify for the discount.

2. Determine the cost per ticket after the discount.

3. Calculate the total cost for all the tickets.

First, let's find out how many tickets Mr. Benson bought that qualify for the discount. Since each ticket is priced at $40 and he bought 12 tickets, 
but only 10 exceed the discount threshold (which is 12 - 10 = 2), 
The cost for the first 10 tickets is:

\[ 10 \times 40 = 400 \text{ dollars} \]


Next, we calculate the cost for the remaining 2 tickets. The cost for each of these tickets is:

\[ 40 \times 0.95 = 38 \text{ dollars} \]


Mapped Problem:

A concert ticket costs $40. Mr. Benson bought 12 tickets and received a 5% discount  How much did Mr. 
Benson pay in total? Let's think step by step and Only output the final choice within \boxed{}.



Model’s Response:

To determine how much Mr. Benson paid for the concert tickets, we need to follow these steps:

1. Calculate the cost of the first 10 tickets.

2. Determine the number of additional tickets (beyond the first 10) that receive the discount.

3. Calculate the discounted price for the additional tickets.

4. Add the cost of the first 10 tickets to the discounted price of the additional tickets.

Let's start with the first step:

The cost of the first 10 tickets is:

\[ 10 \times \$40 = \$400 \]

Next, we calculate the number of additional tickets (beyond the first 10) that receive the discount. 

Therefore, the cost of each additional ticket after the discount is:

\[ \$40 - \$2 = \$38 \]

So, the total cost for the additional 2 tickets is:

\[ 2 \times \$38 = \$76 \]


for every ticket bought that exceeds 10

on each ticket beyond the 10th ticket.

he qualifies for a 5% discount on the first 10 tickets.


Since he qualifies for a 5% discount on the first 10 tickets, the discount amount is:

\[ 400 \times 0.05 = 20 \text{ dollars} \]

So, the cost for the first 10 tickets is reduced by $20, leaving him with:

\[ 400 - 20 = 380 \text{ dollars} \]


Therefore, the total cost for all 12 tickets is:

\[ 380 + 38 = 418 \text{ dollars} \]

Thus, the total amount Mr. Benson paid is:

\[

\boxed{418}

\]



Since there are 12 tickets in total and 10 of 
them are already included in the initial purchase, the number of additional tickets is:

\[ 12 - 10 = 2 \]

Each of these additional tickets receives a 5% discount, so the discount per ticket is:

\[ 5\% \times \$40 = 0.05 \times \$40 = \$2 \]


Finally, we add the cost of the first 10 tickets to the discounted price of the additional tickets:

\[ \$400 + \$76 = \$476 \]

Thus, the total amount Mr. Benson paid is:

\[ \boxed{476} \]

Figure 13: 对此前后问题空间映射进行说明性比较，Qwen2.5-0.5B-Instruct 的回应，红色 突出显示不正确的推理，
绿色 表示正确的推理，蓝色 标示关键区别。
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Instance-Level Comparison of Llama 3.2-1B-Instruct’s Answers Before and After Problem Mapping

Original Problem: 

Grandma Jones baked 5 apple pies for the fireman's luncheon.  

there were 14 pieces of pie 
remaining.  How many pieces were taken by the guests? Let's think step by step and output the final answer within \boxed{}.



Model’ response:

## Step 1: Determine the total number of pies initially set out

Grandma Jones set 5 pies out on the buffet table.

## Step 2: Calculate the number of pieces taken by the guests


Mapped Problem:

Grandma Jones baked 5 apple pies, 

 How many pieces of pie did the guests take in total? Let's think step by step and output the final 
answer within \boxed{}.



Model’s Response:

## Step 1: Calculate the total number of pie pieces initially

Grandma Jones baked 5 apple pies, and each pie was cut into 8 pieces. 

## Step 2: Calculate the number of pieces taken by the guests


She cut each pie into 8 pieces and set the five pies out on the buffet table for the 
guests to serve themselves.  At the end of the evening, after the guests had taken and eaten their pieces of pie, 

cutting each into 8 pieces, and placed them on the buffet table for guests to serve themselves. After the 
guests finished, 14 pieces of pie remained.

Since each pie was cut into 8 pieces, we need to find out how many pieces were taken by the guests. To do this, we need to divide the total 
number of pies by the number of pieces per pie. 

## Step 3: Perform the division

To find the number of pieces taken by the guests, we divide the total number of pies (5) by the number of pieces per pie (8). 

5 ÷ 8 = 0.625

## Step 4: Round down to the nearest whole number

Since we can't have a fraction of a pie, we need to round down to the nearest whole number. 

0.625 rounded down is 0.

The final answer is: $\boxed{0}$



To find the total number of pieces, we multiply the number of pies by the 
number of pieces per pie: 5 * 8 = 40.


After the guests finished, 14 pieces of pie remained. To find the number of pieces taken by the guests, we subtract the number of remaining 
pieces from the total number of pieces initially: 40 - 14 = 26.

The final answer is: $\boxed{26}$

Figure 14: 在问题空间映射之前和之后，Llama 3.2-1B-Instruct 对问题的回应的对比示例，使用 红色 高亮显示错误
的推理，使用 绿色 指示正确的推理，并使用 蓝色 标记关键差异。
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Instance-Level Comparison of Qwen2.5-0.5B-Instruct on the GSM8K-platinum Dataset

Problem: 

Melanie is a door-to-door saleswoman. She sold a third of her vacuum cleaners at the green house, 2 more to the red house, and half of what 
was left at the orange house. If Melanie has 5 vacuum cleaners left, how many did she start with? Let's think step by step and Only output the 
final choice within \boxed{}.



Base Model’ response:

To determine how many vacuum cleaners Melanie started with, we need to work backwards from the information given about the remaining 
vacuum cleaners.

1. **Identify the number of vacuum cleaners left after the first sale:**

   Melanie had 5 vacuum cleaners left after selling some at the green house.


DURIT Model’s Response:

To determine how many vacuum cleaners Melanie started with, we need to work backwards through the transactions and account for the 
remaining vacuum cleaners.

1. Let's denote the total number of vacuum cleaners Melanie started with as \( x \).

2. Melanie sold a third of her vacuum cleaners at the green house:

   \[\text{Vacuum cleaners sold at the green house} = \frac{x}{3}\]

   After selling at the green house, Melanie has:

   \[x - \frac{x}{3} = \frac{2x}{3}\]

3. Melanie sold 2 more vacuum cleaners at the red house:

   \[\text{Vacuum cleaners sold at the red house} = \frac{2x}{3} - 2\]

  

2. **Determine how many vacuum cleaners were sold at the green house:**

   Melanie sold a third of her vacuum cleaners at the green house. Therefore, the number of vacuum cleaners sold at the green house is:

   \[\frac{5}{3} = 1 \text{ (since } 5 \div 3 = 1.67\ldots)\]

   This means that \(5 - 1 = 4\) vacuum cleaners were sold at the green house.

3. **Calculate the number of vacuum cleaners left after the second sale:**

   Melanie then sold 2 more vacuum cleaners to the red house. So, the number of vacuum cleaners left after this sale is:

   \[4 - 2 = 2\]

4. **Determine how many vacuum cleaners were sold at the red house:**

   Melanie sold half of the remaining vacuum cleaners at the orange house. The number of vacuum cleaners sold at the orange house is:

   \[\frac{2}{2} = 1\]

   This means that \(2 - 1 = 1\) vacuum cleaner was sold at the orange house.

5. **Calculate the total number of vacuum cleaners sold:**

   Adding up all the vacuum cleaners sold, we get:

   \[4 + 2 + 1 = 7\]

Therefore, Melanie started with \(\boxed{7}\) vacuum cleaners.



 After selling at the red house, Melanie has:

   \[\frac{2x}{3} - 2 - \frac{2x}{3} = -2\]

   This is incorrect, so let's re-evaluate the problem. The correct approach is to consider the remaining vacuum cleaners after the first two sales.

4. Melanie sold half of the remaining vacuum cleaners at the orange house:

   \[\text{Vacuum cleaners sold at the orange house} = \frac{1}{2} \left( \frac{2x}{3} - 2 \right) = \frac{x}{3} - 1\]

   After selling at the orange house, Melanie has:

   \[\left( \frac{2x}{3} - 2 \right) - \left( \frac{x}{3} - 1 \right) = \frac{2x}{3} - 2 - \frac{x}{3} + 1 = \frac{x}{3} - 1\]

   According to the problem, Melanie has 5 vacuum cleaners left:

   \[\frac{x}{3} - 1 = 5\]

   Solving for \( x \): \[\frac{x}{3} = 6 \implies x = 18\]

Therefore, Melanie started with \(\boxed{18}\) vacuum cleaners.

Figure 15: 对 GSM8K-platinum 数据集上的 Qwen2.5-0.5B-Instruct 进行实例级比较，对比基础模型和 DRUIT 模型
的响应，红色 表示错误推理，绿色 表示正确推理。
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Instance-Level Comparison of Qwen2.5-0.5B-Instruct on the GAOKAO Dataset

Problem: 

Given the hyperbola $\\Gamma:  x^2 - \\frac{y^2}{b^2} = 1$ ($b>0$) with left and right vertices $A_1, A_2$. If the eccentricity $e=2$, find the 
value of $b$. Let's think step by step and Only output the final choice within \boxed{}.



Base Model’ response:

To determine the value of \( b \) for the given hyperbola \(\Gamma: x^2 - \frac{y^2}{b^2} = 1\) with an eccentricity \( e = 2 \), we need to follow 
these steps:

1. **Identify the coordinates of the vertices:**

   The vertices of the hyperbola \( x^2 - \frac{y^2}{b^2} = 1 \) are located at \((\pm c, 0)\). Here, \( c = ae \), where \( a \) is the distance from the 
center to each vertex along the x-axis.

2. **Calculate \( a \):**

   Given that the eccentricity \( e = 2 \), 
   

DURIT Model’s Response:

To find the value of \( b \) for the hyperbola \(\Gamma: x^2 - \frac{y^2}{b^2} = 1\) with an eccentricity \( e = 2 \), we need to follow these steps:

1. **Identify the vertices of the hyperbola:**

   The standard form of the hyperbola is \(\frac{x^2}{a^2} - \frac{y^2}{b^2} = 1\).  The vertices of the hyperbola are at 
\((\pm a, 0)\), which are \((\pm 1, 0)\).


we have: \[e = \sqrt{\frac{a^2}{c}} = 2\]

Squaring both sides, we get: \[\left( \sqrt{\frac{a^2}{c}} \right)^2 = 4 \implies \frac{a^2}{c} = 4 \implies a^2 = 4c\]


3. **Determine the relationship between \( a \) and \( b \):**

   Since \( a^2 = 4c \), we can express \( c \) in terms of \( a \): \[c = \frac{a^2}{4}\]

4. **Find the coordinates of the vertices:**

   The vertices are at \((\pm c, 0)\). Substituting \( c = \frac{a^2}{4} \) into this equation, we get:

   \[c = \frac{a^2}{4}\]

   Therefore, the coordinates of the vertices are:

   \[A_1 = \left( \frac{a^2}{4}, 0 \right)\]

   \[A_2 = \left( -\frac{a^2}{4}, 0 \right)\]

5. **Use the standard form of the hyperbola:**

   For the hyperbola \( x^2 - \frac{y^2}{b^2} = 1 \), the vertices are at \((\pm a, 0)\). Thus, we have: \[a = \frac{a^2}{4}\]

6. **Solve for \( a \):**

   From the equation \( a = \frac{a^2}{4} \), we multiply both sides by 4 to clear the fraction: \[4a = a^2\]

   Rearrange the equation to form a quadratic equation: \[a^2 - 4a = 0\]

   Factor out \( a \): \[a(a - 4) = 0\]

   This gives us two solutions: \[a = 0 \quad \text{or} \quad a = 4\]

   Since \( a > 0 \) (as it represents a distance), we discard \( a = 0 \).

7. **Determine the value of \( b \):**

   Using the relationship \( a^2 = 4c \) and substituting \( a = 4 \):

   \[4^2 = 4c \implies 16 = 4c \implies c = 4\]

   Now, substitute \( c = 4 \) back into the expression for \( a \): \[a = \frac{a^2}{4} = \frac{4^2}{4} = \frac{16}{4} = 4\]

Therefore, the value of \( b \) is \(\boxed{4}\).



Here, \(a^2 = 1\), so \(a = 1\).

2. **Use the eccentricity formula:**

   The eccentricity \(e\) of a hyperbola is given by \(e = \sqrt{1 + \frac{b^2}{a^2}}\). We are given that \(e = 2\). Substituting the known values, we 
get: \[2 = \sqrt{1 + \frac{b^2}{1^2}} = \sqrt{1 + b^2}\]

  Squaring both sides of the equation, we obtain: \[4 = 1 + b^2\]

   Solving for \(b^2\), we get: \[b^2 = 3\]

3. **Conclusion:**

   The value of \(b\) is \(\sqrt{3}\).

Therefore, the value of \(b\) is \(\boxed{\sqrt{3}}\).

Figure 16: 在 GAOKAO 数据集上对 Qwen2.5-0.5B-Instruct 进行实例级比较，比对基础模型和 DRUIT 模型的响应，
其中 红色 表示推理错误，绿色 表示推理正确。
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Instance-Level Comparison of Llama3.2-1B-Instruct on the SVAMP Dataset

Problem: 

There were 12 people on the bus. At the next stop 4 more people got on the bus. Each bus can not have more than 36 people. How many people 
are there on the bus now? Let's think step by step and Only output the final choice within \boxed{}.



Base Model’ response:

## Step 1: Identify the initial number of people on the bus

There were initially 12 people on the bus.

## Step 2: Calculate the number of people on the bus after 4 more people got on 4 people got on the bus, so we need to add 4 to the initial 
number of people. 12 + 4 = 16.

## Step 3: Check if the total number of people exceeds the maximum allowed capacity


DURIT Model’s Response:

## Step 1: Identify the initial number of people on the bus

There were initially 12 people on the bus.

## Step 2: Calculate the number of people on the bus after 4 more people got on 4 people got on the bus, so we need to add 4 to the initial 
number of people. 12 + 4 = 16.

## Step 3: Check if the new total exceeds the maximum capacity of the bus


The bus can have a maximum of 36 people. Since 16 people are already on the bus, we need to subtract 16 from 36 to find the final number of 
people on the bus. 36 - 16 = 20.

The final answer is: $\boxed{20}$



The bus can only have 36 people, so we need to check if 16 is less than 36. Since 16 is less than 36, the new total is valid.

The final answer is: $\boxed{16}$


Figure 17: 在 SVAMP 数据集上进行 Llama3.2-1B-Instruct 的实例级比较，比较基础模型和 DRUIT 模型的响应，其
中 红色 表示错误推理，绿色 表示正确推理。

Method Data Processing Training Total Time
CoT-Dis 60.0 1.6 61.6
STaR 2.0 1.2 3.2
GRPO 0 6.2 6.2
PRewrite 0 1.7 1.7
Vanilla-KD 2.4 2.3 4.7
DURIT 2.8 9.1 11.9
DURIT w/o grpo 2.8 2.9 5.7
DURIT grpo 10 % 2.8 3.5 6.3

Table 9: 使用 Qwen2.5-0.5B-Instruct 模型对不同方法
的计算时间估算（以小时为单位）。
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Instance-Level Comparison of Qwem2.5-1.5B-Instruct on the MATH500 Dataset

Problem: 

What is the smallest positive perfect cube that can be written as the sum of three consecutive integers? Let's think step by step and Only output 
the final choice within \boxed{}.



Base Model’ response:

## Step 1: Understand the problem

We need to find the smallest positive perfect cube that can be expressed as the sum of three consecutive integers.

## Step 2: Define the equation

Let's denote the first integer as n. The sum of three consecutive integers can be written as n + (n+1) + (n+2). We need to find the smallest perfect 
cube that satisfies this equation.

## Step 3: Express the sum as a perfect cube

The sum of three consecutive integers can be expressed as n + (n+1) + (n+2) = 3n + 3.

## Step 4: Factor out 3

We can factor out 3 from the equation: 3(n + 1)

## Step 5: Find the smallest perfect cube

We need to find the smallest perfect cube that can be expressed as 3(n + 1). Let's start with n = 1: 3(1 + 1) = 3(2) = 6, which is not a perfect cube.

## Step 6: Increment n and check

Let's increment n and check if the resulting perfect cube is a perfect cube. 

DURIT Model’s Response:

To find the smallest positive perfect cube that can be written as the sum of three consecutive integers, we start by expressing the sum of three 
consecutive integers in a general form. Let the three consecutive integers be \(n-1\), \(n\), and \(n+1\). Their sum is: \[(n-1) + n + (n+1) = 3n\]

We need this sum to be a perfect cube. Therefore, we need \(3n\) to be a perfect cube. Let's denote this perfect cube by \(k^3\), where \(k\) is an 
integer. Then we have: \[3n = k^3\]

This implies that \(k^3\) must be divisible by 3, and since 3 is a prime number, \(k\) must be divisible by 3. Let \(k = 3m\) for some integer \(m\). 
Substituting \(k = 3m\) into the equation, we get: \[3n = (3m)^3 = 27m^3\]

Solving for \(n\), we get: \[n = 9m^3\]


For n = 2: 3(2 + 1) = 3(3) = 9, which is a perfect cube (3^3).

## Step 7: Verify the result

9 is indeed a perfect cube (3^3), so we have found the smallest positive perfect cube that can be expressed as the sum of three consecutive 
integers.

The final answer is: $\boxed{9}$



We need \(n\) to be a positive integer, so \(m\) must be a positive integer. The smallest positive integer for \(m\) is 1. Substituting \(m = 1\) into 
the equation for \(n\), we get: \[n = 9 \cdot 1^3 = 9\]

Thus, the three consecutive integers are \(9-1 = 8\), \(9\), and \(9+1 = 10\). Their sum is: \[8 + 9 + 10 = 27\]

Since 27 is a perfect cube (\(3^3\)), the smallest positive perfect cube that can be written as the sum of three consecutive integers is:

\[\boxed{27}\]


Figure 18: 在 MATH500 数据集上进行的 Qwen2.5-1.5B-Instruct 实例级别比较，对比基础模型和 DRUIT 模型的响
应，其中 红色 表示错误推理，绿色 表示正确推理。
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Algorithm 1: DURIT：通过迭代训练实现理解与推理的
解耦
Require: Dataset D0 , Pretrained SLM R , Mapper M

, Codebook C
Randomly initialize template tokens {T1, . . . , Tn} and
query keys {k1, . . . , kn}
for iteration = 1 to N do
Step I: Problem Mapper Training

Cluster D0 into n groups via kNN over problem
representations zi

for each question Qi ∈ D0 do
Select template token Tti based on cluster la-

bel ti
Construct mapper input xi = [Qi;Tti ]
Generate mapped question Q′

i = M(xi)
Compute reward ri = racc + rcheating
Compute template similarity loss Ltemplate-sim
Compute key similarity loss Lkey-sim
Update M and C using total loss:

Ltotal = Lpg + α1Lkey-sim + α2Ltemplate-sim

end for
Step II: Self-Distillation Training

Generate normalized dataset D1 = {Q′
i =

M(Qi)|Qi ∈ D0}
for each Q′

i ∈ D1 do
Sample N responses y using frozen SLM

R(Q′
i)

if answer (yi) is correct then
Let xs = [Qi, yi] (student), xt = [Q′

i, yi]
(teacher), and add (xs, xt) to D2

end if
end for
Train R on D2 using the following loss:

Li =
1

l

l∑
k=1

[
(1− λ)(− log ps(xk

i )) + λKL(pt(xk
i )∥ps(xk

i ))
]

Step III: Reinforcement Learning Training
Fine-tune R via GRPO on the original dataset D0

end for
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