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使用凸集的时空图进行系统约束公式化
和无碰撞轨迹规划

Matthew D. Osburn, Cameron K. Peterson, and John L. Salmon

Abstract—在本文中，我们创建了最佳的、无碰撞
的、时间依赖的轨迹，适用于拥挤的动态环境。由于
存在大量的空间和时间约束，为数值求解器找到初始
猜测变得困难。凸集图（GCS）和最近开发的时空凸
集图公式（ST-GCS）使我们能够在不为求解器提供
初始猜测的情况下生成最优的、最小距离的无碰撞轨
迹。我们还探索了一般 GCS 兼容约束的推导，并记
录了一种适用于该框架的直观策略。我们证明，当环
境静止时，ST-GCS 产生的结果与标准的 GCS 公
式相同。然后我们展示 ST-GCS 在动态环境中运行
以找到最小距离的无碰撞轨迹。

I. 介绍
在自主系统中，一个基本问题是生成一个安全

的参考路径或轨迹，供反馈控制器跟踪。存在众
多规划方法用于计算满足任务特定目标的几何
路径 [1] 。然而，对于动态或时变环境而言，这
些路径通常是不够的 [2], [3] ，这需要明确地建
模障碍物或目标随时间的变化。在这些情况下，
轨迹——定义为一个随时间参数化的路径——
更为适用，因为它能够在环境变化时实现时间上
的协调和优化 [4], [5] 。
在运动规划中，通过将空间划分为能够进行高

效基于搜索的方法的区域，环境经常被表示为离
散图形。 算法例如 Dijkstra 算法 [6] 、A* 和
D* [7] 被广泛用于计算全局最优路径，而不需
要初始猜测 [8] 。然而，图搜索算法的计算复杂
度随着图的大小而增加 [9], [10] ，并且产生的
路径通常忽略物理约束，如连续性或平滑性。因
此，离散解通常需要后处理以将其转换为可行的
连续轨迹 [11] ，这可能导致偏离全局最优解。
相比之下，连续优化方法可以直接在轨迹上施

加物理约束。 这些方法使用解析函数来建模障
碍物，例如符号距离场 [12] 、控制障碍函数
[13] 或多边形表示 [14] ，并在这些约束条件下
优化成本函数。然而，连续优化的一个关键限制
是其对良好初始猜测的依赖。在复杂或杂乱的

环境中，糟糕的初始化可能导致次优或不可行的
解决方案。为了缓解这一问题，通常使用基于采
样的方法来生成可行的初始轨迹 [15], [16] 。尽
管如此，这些方法对移动障碍物特别敏感，因为
这会引入额外的时间非线性和局部极小值 [17],
[18] 。
为克服这些局限性，Marcucci 等人引入了凸
集图（Graphs of Convex Sets, GCS）框架 [19]–
[21] 。GCS 是一种轨迹优化方法，它将图搜索
的离散结构与连续优化的约束处理能力相结合。
该框架构建了一个凸区域的图，并将轨迹优化表
述为一个结合图搜索和凸优化的程序。值得注意
的是，GCS 已被应用于最短路径规划 [20], [22]
、迷宫环境中的最短时间导航 [21] 以及高维配
置空间中的机器人手臂运动规划 [23]–[25] 。
GCS 的一大优势在于它能够找到连续的轨迹，
而不需要初始猜测。 它使用分支定界算法来迭
代地细化候选解，直到找到全局最优轨迹。此外，
GCS 提供了指标来表示候选解的质量，从而能
快速选择高质量的局部最优解 [22] 。
尽管具有这些优势，但当前的 GCS 流程管道
存在明显的局限性。正如在 [21] 中所解释的那
样，它通过首先计算一个静态环境中的全球最
优无碰路径来分离空间和时间规划，然后通过外
部非线性优化来确定轨迹的时间安排。后者不仅
牺牲了全球优化保证，而且即使存在有效解决方
案，也可能无法产生有效解。此外，现有方法对
动态障碍规避的处理有限，必须进一步开发和集
成这种处理，才能在这个框架下可靠地应用于安
全轨迹规划。
导致这种复杂性的一个特别具有挑战性的方
面是，在整个图上统一公式化约束条件，如 [19]
中所述。即使是基本约束，例如在样条段之间强
制连续性，也必须用高度具体的数学形式表达，
而这种形式通常被简化或完全省略。与其他框架
相比，这一要求增加了实施的挑战。据我们所知，
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(a) (b)

Fig. 1: 在不同的时间点展示了动态障碍物如 R2 (a)。空间和时间中的安全区域被分割成凸集图
(GCS)，然后通过图生成无碰撞轨迹 (b)。

以前的工作没有提供这些约束的明确、易于访问
的表述，进一步阻碍了采用。本文旨在通过提出
详细的方法来公式化和实施这些约束，以填补这
一空白，从而促进 GCS 框架的更广泛使用。

Werner 等人在障碍物规避方面的一次显著尝
试是 [26] ，他们重新计算凸集的图，并在每个
时间步重新生成轨迹。为了加速这个过程，他们
的方法需要 GPU 加速的图形计算。然而，该方
法没有将障碍物运动的任何先验知识融入规划
中，并且仍然依赖于非线性优化步骤来应用路径
的时间规划——因此需要良好的初始猜测。相比
之下，Marcucci 等人 [21] 通过连接两个机器臂
的配置空间提出联合规划。虽然这种方法对少量
代理有效，但由于组合配置空间的指数增长而扩
展性差，从而限制了其适用性。此外，因为在现
实世界的场景中，代理通常无法控制其他物体的
运动，所以这些方法不适用于通用的动态障碍规
避。
迄今为止最有前景的障碍物避让 GCS（生成

协调结构）公式是 Tang 等人提出的，他们最
近引入了用于多机器人运动规划的凸集时空图
（ST-GCS）框架。在该公式中，配置空间被增强
了时间维度，使得可以以与 GCS 框架兼容的方
式表示恒速障碍物。他们的工作仅考虑涉及在空
间中初始和最终点之间的联合规划的其他代理。
该方法优先考虑最短时间的解决方案，并结合了
一种机制，用于“保留”时空轨迹作为后续代理

的动态障碍。
这种方法的局限性在于现有的 GCS 框架要求
在图中的只有一个凸集可以与最终轨迹状态相
交。因此，Tang 等人保守地选择最终集合，这
可能会阻止框架找到真实的最小时间轨迹，即使
它们存在。此外，他们的公式仅限于规划分段常
速度轨迹，而未应用于高阶样条。在时空配置空
间内确保因果关系的重要约束存在，但其重要性
未被讨论或阐明。
在本文中，我们使用 ST-GCS 框架生成无碰
撞的最小距离轨迹，并具有固定的结束时间，从
而能够与静态设置中的标准 GCS 公式进行直接
比较。最小距离成本函数使我们能够验证该框架
在动态场景中的适用性，并评估其在时间变化环
境中的性能和局限性。图 1 展示了 ST-GCS 公
式，描述了一个移动的二维物体及时间扩展配置
空间中生成的凸集合图。
首先，我们提供了一种系统的方法，并附有逐
步的例子，用于将常见的约束重新写成 GCS 框
架所需的形式。其次，基于 ST-GCS 框架，我们
研究了在动态 2D 环境中生成最小距离、无碰撞
轨迹的方法。通过假设已知的障碍物位置和恒定
的障碍物速度，我们的方法无需依赖非线性求解
器、初始时间猜测或产生不必要的计算复杂性，
就能生成更高阶的最优样条轨迹。
本文的其余部分结构如下。第 II 节概述了凸
集图和 Bézier 样条的基础数学。第 III 节详细介
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绍了我们的方法，并给出了构建 GCS 兼容约束
的示例。第 IV 节展示了在动态环境中使用 GCS
优化轨迹的结果。最后，第 V 节总结了本文并
讨论了未来工作的方向。

II. 背景
GCS 优化框架为最终用户提供了强有力的保

证，其根植于凸分析和优化理论中的高级概念。
在本节中，我们将重点介绍理解 GCS 高层次的
关键概念。若需更全面地了解 GCS，我们建议
读者参考 [19]–[27] 。

A. 凸工具
顾名思义，凸集是 GCS 框架的基础。在本小

节中，我们介绍与凸集相关的关键定义和方程，
但建议读者参考 [27] 的第二章和第三章，以获
得对该主题的更全面的理解。
一个集合 S ⊆ Rn 是凸的，如果它内部的任

意两点间所连接的直线段完全位于 S 内。凸性
可以通过取两个点 a, b ∈ S 并展示这两点之间
的线性插值总是位于集合 S 内来证明。形式上，
这被表达为：

(1− λ)a+ λb ∈ S ∀a, b ∈ S λ ∈ [0, 1]. (1)

我们在实践中遇到的集合通常不是凸的。集合
S 的凸包，记为 conv( S )，是包含 S 的最小凸
集。在图 2 中展示了这一点。如果 S 已经是凸
的，那么 conv( S ) = S 。
在凸优化中，另一个重要的概念是锥。一个集

合 S 被称为锥（或称为非负齐次的），如果对于
所有的 x ∈ S 和 λ ≥ 0 ，我们有 λx ∈ S （如图
3 所示）。如果一个集合既是凸的又是锥的，它
就是一个凸锥。
值得注意的是，一个集合可以是一个锥体而不

具有凸性。例如，考虑到 R2 的第一和第三象限
的并集。这个集合是一个锥体，因为 R2 的第一
和第三象限中的任何向量都可以通过一个非负
数进行缩放而仍然在集合内，但它不是凸的。我
们将在本文中仅使用凸锥体。
凸组合是我们在将约束转换为 GCS 框架时使

用的另一个有用工具。一个点 x⃗1, x⃗2, ...x⃗m ∈ Rn

的凸组合 xc 定义为

x⃗c =

m∑
i=1

x⃗iλi where λi ≥ 0,

m∑
i=1

λi = 1.

(2)

(a) (b)

Fig. 2: 一个在 (a) 中显示的非凸集合 S 及其在
(b) 中显示的相关凸包 conv(S) 。

Fig. 3: 如果 S 是一个锥体，向量 x ∈ S 在被非
负常数缩放后仍然会在 S 中。

，这保证了 x⃗c 位于 conv ({x⃗1, x⃗2, ..., x⃗m}) 内。
非负系数的线性组合可以通过除以系数之和（假
设总和为正）规范化为凸组合。具体而言，如果

λx⃗c =

m∑
i=1

x⃗iλi where λi ≥ 0, λ =

m∑
i=1

λi

(3)
，则

x⃗c =
1

λ

m∑
i=1

x⃗iλi where

λi ≥ 0, λ > 0,
1

λ

m∑
i=1

λi = 1.

(4)

。这种关系在我们推导并解释方法部分的 GCS
兼容的连续性和可微性约束时会很有帮助。
GCS 框架中使用的另一个重要工具是闭集均
匀化的闭包。给定一个闭集 S ∈ Rn ，该集合均
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(a)

(b)

Fig. 4: 集合 S ∈ R2 (a) 以及 S (b) 同质化后的
闭包。clh(S) 在 R3 中形成一个锥形。

匀化的闭包，记为 clh(S) ，使我们能够在 Rn+1

中构建一个锥（见图 4 ）。clh() 运算定义为

clh(S) :=
{
concat(x⃗, λ) ∈ Rn+1 : λ ≥ 0, x⃗ ∈ λS

}
,

(5)
，其中 concat(x⃗, v⃗) 将向量 x⃗ ∈ Rn 和 v⃗ ∈ Rm

连接为 Rn+m 。通过在 λ = 1 处取横截面，可
以恢复原始集合。如果 S 是凸的，那么 clh(S)
也是凸的 [19] 。在 GCS 文献中，约束使用集合
表示，通常写作 X ，并通过 clh(X ) 表示在整个
图中应用。

B. 图论
我们记一个图为 G = (V, E) ，其中 V =

{v0, v1, . . . , vm} 是顶点集，E ⊆ V × V 是边集。
当 E 由有序对组成时，图是有向的。我们将使

(a)

Fig. 5: 凸集的有向图。

用有序对 (va, vb) 表示从 va 到 vb 的有向连接。
有些方程适用于图中每一条有向边。在这种情况
下，我们将图中的一个普通边记为 e ，
凸集图是一个有向图，其中每个顶点都与一个
凸集相关联。正式地，它被写为 G = (V, E ,A)
，其中 A = {Av0 , Av1 , ..., Avm} 是一个凸集的
集合，每个集合 Avi

被分配给顶点 vi ∈ V 。这
些凸集可以存在于任意维度，并可以编码各种
各样的问题结构。值得注意的是，存在一条边
(va, vb) ∈ E 并不意味着对应的集合 Ava 和 Avb

在 Rn 中相交或重叠。
图 5 显示了凸集的一个示例图。该图是有向
的，每个顶点都与 R2 中的不同凸形状相关联。
在该图示中，这些凸集在 R2 中没有接触或重叠。

C. 凸集图优化
GCS 优化框架结合了连续优化和离散图搜索
的优点。在这个框架中，为每个凸集分配一个参
数化曲线。在优化过程中，未访问顶点对应的曲
线会被舍弃，而访问的顶点处的曲线则在集合边
界处连接，形成一个连续的轨迹。与传统图搜索
不同，在传统图搜索中，边或顶点的代价是一个
固定值，而在这里，代价随着曲线在各自的凸集
内变化而连续变化。通过图中的路径代价最小化
可以使用目标函数来表述：

min
x

∑
v∈V

fv(x⃗v) +
∑
e∈E

fe(x⃗a, x⃗b) (6a)

s.t.
(V, E ,A) ⊆ G (6b)
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x⃗v ∈ Xv ∀v ∈ V (6c)
x⃗a ∈ Xe ∀e ∈ E (6d)
x⃗b ∈ Xe ∀e ∈ E . (6e)

这里，x表示定义轨迹曲线段的所有连续变量。
变量 x⃗v 是与顶点 v 相关联的设计变量。顶点成
本函数 fv(x⃗v) 代表顶点内连续变量的成本。边
缘成本函数 fe(x⃗a, x⃗b) 表示从 va 到 vb 的边缘传
递的成本，并耦合连接顶点的连续变量。构成最
优轨迹的顶点 V 、边 E 和相关的凸集 A 是最小
化整体成本的图 G 的一个子集。集合 Xv 和 Xe

定义了设计变量必须满足的顶点和边缘约束。
这种表述的一个局限性是，它在优化过程中不

提供寻找 (V, E ,A) ⊆ G 的方法。为了解决这个
问题，可以通过引入二进制变量来表示最终解
中使用的顶点和边，将该问题重新表述为一个
混合整数规划（MIP）。二进制变量 yv ∈ {0, 1}
表示一个顶点是否包含在解中，而二进制变量
ye ∈ {0, 1} 表示一条边是否被遍历。
二元变量被乘入方程 6 中的成本和约束项。这

样可以确保只有当遍历顶点或边时，成本和约束
才是活跃的，而当顶点或边不在最终解中时，约
束将被去除。MIP 公式写为：

min
x,y

∑
v∈V

yvfv(x⃗v)

+
∑
e∈E

yefe(x⃗a, x⃗b) (7a)

s.t.
yv ∈ {0, 1} (7b)
ye ∈ {0, 1} (7c)
yvx⃗v ∈ yvXv ∀v ∈ V (7d)
yex⃗a ∈ yeXe ∀e ∈ E (7e)
yex⃗b ∈ yeXe ∀e ∈ E . (7f)

随着图的增长，二元变量的组合性质使得这个
MIP 变得不可直接解决。为了解决这个问题，二
元变量被放宽为连续变量 y ∈ [0, 1] ，并使用分
支定界算法反复解决该问题。在这种情况下，放
宽的变量表示从轨迹的起点到终点通过图的流
动。流动变量受到限制，以确保在所有中间顶点
的流动守恒。虽然问题仍然是 NP 难的，这种放
宽是紧的，并显著提高了解决的可行性。
为处理双线性项 yvx⃗v 和 yex⃗a, yex⃗b ，应用了

变量替换：z⃗v = yvx⃗v 和 z⃗e,v = yex⃗v 。假设 fv

和 fe 是凸函数，Xv 和 Xe 是凸集，这种替换将
问题转化为混合整数凸规划（MICP），这大大
降低了每次分支定界迭代的计算时间。放松的
MICP 可以写成：

J(z⃗, y) =
∑
v∈V

yvfv

(
z⃗v
yv

)
+

∑
e∈E

yefe

(
z⃗a
ya

,
z⃗b
yb

)
(8a)

min
z,y

J(z⃗, y) (8b)

s.t.
yv ∈ [0, 1] (8c)
ye ∈ [0, 1] (8d)∑

y(a,v) + δs

=
∑

y(v,b) + δf = yv ∀v ∈ V (8e)

z⃗v ∈ yvXv ∀v ∈ V (8f)
z⃗e,a ∈ yeXe ∀e ∈ E (8g)
z⃗e,b ∈ yeXe ∀e ∈ E . (8h)

方程 (8e)引入了流量守恒约束。变量 y(a,v) 表
示所有进入顶点 v 的边变量，y(v,b) 表示所有离
开顶点 v 的边变量。如果 v 是起始顶点，则值
为 δs = 1 ，否则为 δs = 0 。如果 v 是终点顶点，
则值为 δf = 1 ，否则为 δf 。在包含轨迹起始
和结束的顶点中，这些创建了图中的源和汇。在
其他文献中，变量 z 和 y 在方程 (8f) 、(8g) 和
(8h) 中被连接，并使用 clh(X ) 表达约束。为了
清晰和与代码实现的一致性，我们省略了这种表
示法，并保留了此处写的约束。对于所得集合的
几何解释，我们请读者参考图 4 。
先前的 GCS 文献表明，方程 (8) 中的 MICP
形式可以用于找到全局最优轨迹。通过一个分支
定界算法迭代地解决凸松弛问题，逐步对 y 的
值添加约束，直到找到全局最优解。我们将利用
这种公式找到全局最优的无碰撞轨迹。

D. 生成凸集的图
生成凸集的方法有多种。在这项工作中，我们
使用半定规划的迭代区域膨胀 (IRIS) 算法，如
[28] 中所述。该算法是之前 GCS 文献中生成凸
集的标准方法。
IRIS 算法首先在配置空间中采样一个点。然
后，该算法通过迭代添加半空间平面来定义一个
凸集，并增加拟议凸集内一个内切椭球的体积，
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直至体积达到最大。如果采样点位于障碍物内，
则会被拒绝，并且不创建凸集。
IRIS 算法可以被配置为生成相交或仅在边界

接触的凸集。一旦自由空间被充分采样，每个集
合将在图中与一个顶点关联，图的边则根据用户
定义的标准创建。在这项工作中，我们生成在边
界上接触的集合，以避免起点和终点包含在多个
集合中的情况。边界上接触的集合被连接以形成
图的边。
这种方法的优点在于，它可以在高于 R3 维度

的空间中生成无碰撞的凸集，比如一个 7 自由
度机器人手臂的配置空间。然而，其主要缺点是
需要对配置空间进行采样，并且不保证完全覆盖
自由空间。因此，使用该图计算的轨迹相对于图
来说是全局最优的，但相对于整个自由空间不一
定是全局最优的。

E. 贝塞尔样条
轨迹通常使用称为样条的分段多项式函数来

表示。有许多类型的样条，例如 B 样条，最小体
积样条和 Bézier 样条。之前的 GCS 论文已经使
用 Bézier 样条来表示代理的轨迹，为了一致性，
我们也使用 Bézier 样条。
贝塞尔样条在计算上对采样和修改是高效的。

它们的导数可容易地作为定义轨迹的控制点的
线性组合来计算，并且本身也是低阶样条。因为
轨迹经过贝塞尔曲线的第一个和最后一个控制
点，连续性和可微性约束在许多应用中直观且易
于实施。

nth 阶贝塞尔曲线的矢量值方程为

B⃗(s) =

n∑
k=0

(
n

k

)
sk(1− s)n−kx⃗k, 0 ≤ s ≤ 1,

(9)
，其中 x⃗k 是曲线的第 k 个矢量值控制点，

(
n
k

)
是二项式系数。nth 阶曲线有 n + 1 个控制点。
单个贝塞尔曲线组合成分段函数以创建贝塞尔
样条，它可以表示为

P⃗ (r) =


B⃗0(r) 0 ≤ r < 1

B⃗1(r − 1) 1 ≤ r < 2
...
B⃗n(r − l) l ≤ r < l + 1,

(10)

，其中 r ∈ [0, n] 是沿样条插值的参数，l 表示单
个贝塞尔曲线段的数量。

贝塞尔样条具有凸包性质 [29]，这保证了贝塞
尔曲线永远不会离开其控制点的凸包（参见图 6
）。在这个图示中，控制点集 C = {x0, x1, x2, x3}
定义了一条贝塞尔曲线，该曲线永远不会离开
conv(C) 。这个性质常用于碰撞避免算法中以确
保安全性。
在 GCS 框架中，每个图的顶点都分配了一个

Bézier 曲线段。控制点被限制在其关联的闭合凸
集的内部或边界上，确保样条不能离开该集合。
当 MICP 问题被反复求解时，曲线段最终连接
形成最终的样条解决方案。图中未使用的部分，
及其相关的 Bézier 曲线被丢弃，留下穿过凸集
合图的单一连续样条。
图 7a说明了一个未解决的 GCS轨迹问题。凸
集以不同深浅的灰色显示，中央的障碍物用黑色
表示。星星标记了起始和终点位置，单独的贝塞
尔曲线用红色绘制，小黑圆表示贝塞尔控制点。
图 7b 显示了解决的轨迹，其中贝塞尔曲线段连
接形成从起点到目标的连续路径，未使用的曲线
被舍弃。

Fig. 6: 当 s ∈ [0, 1] 时，样条（红色显示）保持
在其控制点的凸包内。

III. 方法
本节介绍了我们使用 GCS 框架生成最优无碰
撞轨迹的方法。我们首先描述如何生成凸集以表
示环境中的安全区域。然后，我们概述了一种制
定和实施 GCS 兼容约束的一般策略，解决了顶
点和边的约束。我们介绍了用于时空配置空间中
的轨迹规划的特定约束，包括因果关系和运动学
约束，并描述了障碍物在时空配置空间中的表示
方法。最后，我们以能够在二维中实现时间相关
轨迹的完整优化公式作为结尾。
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7

(a)

(b)

Fig. 7: GCS 中的集合关联的 Bézier 曲线 (a) 以
及将 Bézier 曲线连接起来形成从开始到结束的
样条的 GCS 问题的解决方案 (b)。未使用的曲
线被移除。

A. GCS 约束
在 GCS 框架中，约束的公式化和实现，特别

是那些跨越图中边缘的约束，是最具挑战性的
方面之一。虽然之前的工作证明，连续性和可微
性的约束可以在 GCS 框架内成功实现，但现有
文献通常缺乏这些约束的精确或易于理解的公
式化。特别是，之前的工作展示了必须实现满足
方程 (8g) 和 (8h) 的约束的结果，但从未展示如
何做到这一点，除了声明集合 X 代表约束之外。
我们旨在通过提供这些约束的详细推导，以及提
供一个可重复的逐步策略来在图的边缘上应用
约束，以填补这一空白。
诸如样条的连续性和可微性之类的平凡约束，

在混合整数规划的凸松弛中变得不平凡（见方程
(8) ）。凸松弛引发了一些问题，例如：当连接它
们的边仅部分激活时（例如，当 ye = 0.5时），相
邻顶点的两个 Bézier 样条连续意味着什么？如
果多个连接边同时处于半激活状态怎么办？样条
段如何同时连接到多个段？
设计与 GCS 兼容的边约束需要不同的方法，
因为约束必须根据边是处于激活、半激活还是
未激活状态进行调整。当边是激活状态（ye = 1
）时，约束必须被完全实施。例如，在样条曲线
连续性中，这意味着相邻集合中的两曲线形成连
续的分段函数。当边是半激活状态（0 < ye < 1
）时，约束必须允许图中可能连接之间的平滑过
渡。最后，当边是未激活状态（ye = 0 ）时，约
束的两侧应该变为零，实际上解除约束，这样约
束就不会影响设计变量或它们在其他边上的交
互。设计符合这三种行为的约束同时保持连续性
是一个具有挑战性的任务。
我们编写与 GCS 兼容的边约束的方法总结在
算法 1 中。第一步是将约束编写成在解子图中
对单个边有效的形式。然后，将方程的两边乘以
代表该边是否有效的决策变量。接着，流出单个
顶点的所有边的约束相加并简化，得到潜在约束
的一个凸组合。然后，将双线性乘积替换为双线
性变量 z 。最后，对图中的每个顶点重复该约
束，但排除汇点。

Algorithm 1 为 GCS 编写边缘约束
1: Write constraint C for a single edge, in

terms of the vertex control points xv and
the connecting control points x⃗b .

2: Multiply both sides of the constraint by the
edge decision variable ye .

3: Sum the constraints for all edges connected
to the vertex v .

4: Simplify the expression using the relation-
ship in Equation (8e) assuming that δf = 0
, yv =

∑
y(v,b) .

5: Substitute bilinear products with the vari-
ables z⃗v = yvx⃗v and z⃗e,v = yex⃗v .

6: Repeat the constraint for each vertex v ∈
V, v ̸= sink .

以下几个小节将逐步推导组成方程 8f 、8g 和
8h 的约束条件。
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B. 凸集约束
像许多其他 GCS 应用一样，我们依赖凸包性

质来保证整个轨迹每个点的安全性。回想一下，
图中的每个顶点都与一个凸集合相关联，在该集
合内定义了一段贝塞尔曲线。因为贝塞尔曲线始
终保持在其控制点的凸包内，我们可以保证曲线
在安全区域内，如果我们限制控制点位于相关的
凸集合内。这种约束将被写成与公式 8f 兼容的
形式。
一个多边形凸集可以表示为有限多个半空间

的交集。设 n̂i 表示 ith 平面的法向量，pi 是位
于该平面上的一点。如果 n̂i · r⃗ ≤ n̂i · pi ，则通
用点 r⃗ 位于半空间平面上或其后。我们可以将每
个面法向量作为行向量堆叠在矩阵 A 中，并将
相应的点积 n̂i · pi 堆叠成一个向量 d⃗ ，通过检
查由 Ar⃗ ≤ d⃗ 形成的线性不等式来确定点 r⃗ 是否
位于凸集中。
变量 x⃗v,i 表示与顶点 v 相关联的曲线中的 ith

控制点。线性不等式 Avx⃗v,i ≤ d⃗v 应用于每组中
的每个控制点。用双线性变量 z⃗v,i = yvx⃗v,i 重新
表述这个不等式，我们得到方程

Av
z⃗v,i
yv

≤ d⃗v (11)

，可以重新排列为

Av z⃗v,i ≤ d⃗vyv. (12)

C. 连续性约束
我们首先使用算法 1 推导连续性约束。我们的

目标是使一条曲线的最后一个控制点在边完全
激活时与连接曲线的第一个控制点匹配。此外，
该约束应允许当边仅部分激活时，不同连接之间
的连续转换。因为这个约束需要图中边相关的变
量，所以以下约束形式属于方程 8g 和 8h 的类
别。我们从为图中的单个通用边写约束开始：

x⃗v,n = x⃗b,0. (13)

这里，x⃗v,n 表示集合 v 中当前曲线的最后一个
控制点，而 x⃗b,0 表示连接集合 b 的第一个控制
点。
然后我们将方程两边乘以连接集合 v 和集合 b

、y(v,b) 的边决策变量，使得当边被纳入解中时，
约束完全激活，否则不激活：

y(v,b)x⃗v,n = y(v,b)x⃗b,0. (14)

(a)

(b)

Fig. 8: 一个顶点 v 与相邻顶点 bi 。连续性约束
确保最后的 Bézier 控制点落在连接边的第一个
Bézier 控制点的凸包内 (a)，然后连接两条边如
yv,bi → 1 (b)。

接下来，我们对所有连接到顶点 v 的边求和这
些约束：∑

b

y(v,b)x⃗v,n =
∑
b

y(v,b)x⃗b,0. (15)

假设来自方程 8 e 的流量守恒约束成立，左侧简
化为：

yvx⃗v,n =
∑
b

y(v,b)x⃗b,0. (16)

回归到方程 (3) 和 (4) ，这个约束确保一组
的最后一个控制点位于连接集合的第一个控制
点的凸包内，按其对应的决策变量 y(v,b) 加权。
当应用于要求所有控制点保持在各自凸集内的
约束时，它确保在 y = 1 时，控制点在集合之间
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的边界相遇，因为这是唯一个同时满足两个约束
的地方。这在边处于活跃状态时强制曲线段之间
的连续性，并在凸松弛中实现平滑过渡。如果所
有边和顶点都处于非活跃状态，约束没有效果。
因为这个表述将一个顶点与其外向边关联起来，
它被应用于除汇点以外的每个顶点，汇点通过
图中的其他边约束隐含捕获。或者，该约束可以
使用内向边表述，在这种情况下则排除源顶点。
图 8 展示了这个约束。
然后我们替代双线性变量 z⃗v,n = yvx⃗v,n 和

z⃗(v,b),0 = y(v,b)x⃗b,0 ，将约束重写为：

z⃗v,n =

n∑
i=0

z⃗(v,b),0. (17)

D. 可微性约束
接下来，我们推导可微性约束，以确保样条在

曲线连接点处关于插值变量 r 是可微的（见方程
(10) ）。与连续性约束类似，可微性约束将属于
方程 8g 和 8h 的类别。
为了使两条曲线连接处的路径可导，其中一条

曲线的最后两个控制点之间的向量必须与连接
曲线的前两个控制点之间的向量相等。对于边
(v, b) ，该约束可以写为:

x⃗v,n − x⃗v,n−1 = x⃗b,1 − x⃗b,0. (18)

如前所述，我们将等式的两边都乘以边决策变
量 y(v,b) ，当边在解中时，此约束变为有效。该
方程可以写为：

y(v,b)(x⃗v,n − x⃗v,n−1) = y(v,b)(x⃗b,1 − x⃗b,0). (19)

然后我们将这些约束对所有连接到顶点 v 的边
求和：

∑
b

y(v,b)(x⃗v,n − x⃗v,n−1) =
∑
b

y(v,b)(x⃗b,1 − x⃗b,0).

(20)

假设方程 8e 中的流量守恒约束成立，左侧简
化为：

yv(x⃗v,n − x⃗v,n−1) =
∑
b

y(v,b)(x⃗b,1 − x⃗b,0). (21)

然后我们替换双线性变量 z⃗v,0 = yvx⃗v,n 、
z⃗v,n−1 = yvx⃗v,n−1 、z⃗(v,b),1 = y(v,b)x⃗b,1 和
z⃗(v,b),0 = y(v,b)x⃗b,0 ，将约束重写为：

z⃗v,n − z⃗v,n−1 =
∑
b

(z⃗(v,b),1 − z⃗(v,b),0). (22)

然而，这种表述效率低下，因为它需要为每个有
向边定义两个 z 变量，导致了 |E| × 2 个额外的
变量来强制执行这一约束，其中 |E| 表示图的边
的基数。为了减少变量的数量，我们引入了一个
最终的替代变量 z⃗(v,bi),diff = z⃗(v,bi),1 − z⃗(v,bi) 。
这使我们能将可微性约束表达为：

(z⃗v,n − z⃗v,n−1) =

n∑
i=0

z⃗(v,bi),diff. (23)

这种表述仅需要 |E| 个额外的变量来确保可微
性，从而加速优化过程。

E. 时空配置约束

我们现在引入时空配置约束，这对于在时空配
置空间中生成现实的轨迹至关重要。在时空配置
空间中，可以构造出非因果的样条并导致无限的
速度。为了防止这种情况发生，我们施加一个约
束，以强制因果性并限制样条的最大速度。这个
约束将以一种与方程 8f 兼容的方式书写。
样条 vspline 在控制点之间的最大速度可以通
过控制点的 x 、y 和 t 组件的变化来界定，因此

vspline ≤ ∥(x⃗v,i+1 − x⃗v,i)∥xy,2
(x⃗v,i+1 − x⃗v,i)t

≤ vmax (24)

(x⃗v,i+1 − x⃗v,i)t ≥ 0 (25)

，其中 vmax 是最大允许速度。符号 ∥·∥xy,2 表示
仅针对控制点的 x 和 y 组件的二范数，而 (·)t
是在括号内的时间组件的值。
为了使这个约束与凸求解器兼容，我们可以将
约束重新排列为：

∥(x⃗v,i+1 − x⃗v,i)∥xy,2 ≤ vmax(x⃗v,i+1 − x⃗v,i)t
(26)

(x⃗v,i+1 − x⃗v,i)t ≥ 0 (27)
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Fig. 9: 速度约束在 R3 中形成一个圆锥。每个控
制点必须位于前一个控制点形成的圆锥内，以确
保斜率保持在最大速度以下。

(a)

(b)

Fig. 10: 所有速度锥约束的交集仍然是凸的 (a)。
最终控制点必须位于该交集内，这相当于仅在倒
数第二个控制点周围放置一个速度锥 (b)。

替换双线性变量 z⃗v,i ，这变成：∥∥∥∥( z⃗v,i+1

yv
− z⃗v,i

yv

)∥∥∥∥
xy,2

≤ vmax

(
z⃗v,i+1

yv
− z⃗v,i

yv

)
t

(28)(
z⃗v,i+1

yv
− z⃗v,i

yv

)
t

≥ 0. (29)

以下约束 (
z⃗v,i+1

yv
− z⃗v,i

yv

)
t

≥ ϵ (30)

可以替代以确保控制点保持最小时间间隔。
最后，简化 yv 得到最终形式的约束：

∥(z⃗v,i+1 − z⃗v,i)∥xy,2 ≤ vmax(z⃗v,i+1 − z⃗v,i)t
(31)

(z⃗v,i+1 − z⃗v,i)t ≥ yvϵ. (32)

这个约束的几何直观是它在 R3 中形成了一个
圆锥，如图 9 a 所示。由于凸包性质，贝塞尔曲
线的瞬时斜率绝不会超过两个相邻控制点之间
的斜率。因此，如果两个控制点之间的斜率小于
最大速度，曲线将永远不会违反此约束。为了确
保满足最大速度约束，我们必须确保连接相邻控
制点位于由前一个控制点形成的圆锥内。如图 9
所示。
虽然对于任意一对相邻控制点来说，这个约束
显然是凸的，但合并所有相邻对的约束后是否仍
然保持凸性可能并不明显。图 10 说明了最终控
制点的可行区是所有速度锥约束的交集。这些可
行区的交集相当于仅取前一个控制点处的速度
约束。

F. 时空障碍
在 R2 中移动的障碍物可以通过将其顶点的初
始位置与初始时间连接起来，然后将最终位置与
最终时间连接起来，并最终连接所有顶点以形成
空间时间 R3 配置中的障碍物来表示。图 11 说
明了这个过程。该方法假设障碍物是静止的或
以恒定速度移动。更复杂的运动需要更精细的采
样，并且只会在 R3 中近似其真实运动。

G. 成本
实现时空 GCS 公式所需的最后一个组成部分
是成本函数。选择顶点成本函数 fv 和边成本函
数 fe 时很重要，以便在引入决策和松弛变量时
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(a) (b) (c)

Fig. 11: 动态障碍物在不同时间点如 R2 (a) 所示。顶点的初始和最终位置被放置在时空配置空间中
(b)。这些顶点被连接起来以形成一个形状，显示其在 R3 (c) 中的轨迹。

整体目标保持凸性并简化，如方程 8 所示。在
这项工作中，我们的目标是在 (x, y) 平面上最小
化轨迹所行驶的距离。众所周知，Bèzier 曲线的
一个性质是相邻控制点之间的距离之和是曲线
总长度的上界 [30] 。为简单起见，我们假设所
有凸集在 Rn 上接触，并且穿越一条边没有额外
的成本，因此 fe(xe) = 0 。因此，每个节点的成
本函数可以用设计变量表示为：

fv(xv) =

n−1∑
i=0

∥xv,i+1 − xv,i∥xy,2. (33)

将 zv,i = yvxv,i 代入 fv 得：

fv

(
zv
yv

)
=

n−1∑
i=0

∥∥∥∥zv,i+1

yv
− zv,i

yv

∥∥∥∥
xy,2

=
1

|yv|

n−1∑
i=0

∥zv,i+1 − zv,i∥xy,2.
(34)

我们可以从范数中去掉 yv ，并且由于它非负，
可以去掉它周围的绝对值符号。总成本函数可以
写为：

J(y, z) =
∑
v∈V

yv
1

yv

n−1∑
i=0

∥zv,i+1 − zv,i∥xy,2

J(z) =
∑
v∈V

n−1∑
i=0

∥zv,i+1 − zv,i∥xy,2.
(35)

这是我们用来生成无碰撞轨迹的 GCS 公式中的
成本函数。

H. 优化公式
我们将成本函数以及边和顶点的约束整合到
由方程 8 描述的整体优化框架中。所得的公式是
一个松弛的混合整数凸规划（MICP），表示为：

J(z) =
∑
v∈V

n−1∑
i=0

∥zv,i+1 − zv,i∥xy,2 (36a)

min
z,y

J(z) (36b)

s.t.
yv ∈ {0, 1} (36c)
ye ∈ {0, 1} (36d)∑

y(a,v) + δs

=
∑

y(v,b) + δf = yv ∀v ∈ V (36e)

Avzv,i ≤ bvyv. (36f)

zv,n =
∑
b

z⃗(v,b),0 ∀v ∈ V (36g)

zv,n−zv,n−1 =
∑
b

z(v,b),diff ∀v ∈ V (36h)

∥(zv,i+1−zv,i)∥xy,2 ≤
vmax(zv,i+1 − zv,i)t (36i)
(z⃗v,i+1 − z⃗v,i)t ≥ yvϵ. (36j)
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最终的公式包括每个顶点和边的松弛二进制
变量 y 、每个顶点内的 n 控制点向量 zv,i ，以
及表示连续性 z⃗(v,b),0 和可微性 z(v,b),diff 的额外
向量。每个这些函数和约束都是凸的，并且与一
般凸求解器兼容。

IV. 结果
在本节中，我们将我们的时空 GCS 公式应用

于一系列场景并评估其性能。首先，我们将在仅
有静态障碍物的场景中，将我们的公式与基础版
GCS 公式进行对比验证。接着，我们证明其在
包含许多动态障碍物的复杂环境中的有效性。
这些模拟和算法是在 Python 中实现的，并在

具有 32GB RAM 的 AMD Ryzen 7 9700X 处理
器上执行。凸优化问题使用 CVXPY 进行公式
化，并使用开源求解器 CLARABELL进行求解。

A. 标准 GCS 比较
因为标准的 GCS 公式与动态环境不兼容，我

们将在静态场景中将空间-时间方法与其进行比
较。我们展示了在这种情况下它会产生相同的最
优轨迹。对于标准的 GCS 公式，环境被分解为
二维的凸集图，而对于空间-时间公式，则是三
维的凸集图。
场景参数如下。一个状态为 (x,y,t) 的代理从

( 0.5m , 0m , 0s ) 开始，必须移动到 ( 0.5m ,
1m , 1s )。代理的最大速度为 2m/s 。存在一
个静态障碍物，其顶点位于 ( 0.3m , 0.2m ), (
0.6m , 0.2m ), ( 0.6m , 0.4m ) 和 ( 0.3m , 0.4m
)。由于该障碍物略偏中心，存在一个避免障碍
物的几何最小距离，该距离位于起点和终点之
间，为 1.0318m 。图 12 以二维和三维展示了
场景。静态障碍物用黑色表示，其顶点在 t = 0s
和 t = 1s 之间垂直对齐。起点和终点分别用绿
色和红色表示。
图 13 展示了由标准 GCS 公式生成的轨迹。

集合及其相关的 Bèzier 曲线控制点相应地进行
了颜色编码。凸集图由四个集合和八条有向边
组成。总计算时间为 0.2s 。行进的最优距离为
1.0318m ，与几何最小值一致。
图 14 显示了通过时空方法生成的控制点的从

上往下视角和等轴视角。当从上往下观看时，几
何路径与标准 GCS 解决方案相同。等轴视角展
示了每个样条控制点随时间的垂直分布。凸集

(a)

(b)

Fig. 12: 环境在二维中显示 (a) 和将在时空 GCS
公式中使用的环境的等距视图 (b)。

Fig. 13: 由标准 GCS 公式生成的路径。

www.xueshuxiangzi.com
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(a)

(b)

Fig. 14: 从顶部 (a) 和轴测视图 (b) 展示的时空
GCS 的结果集合和轨迹。

图由四个集合和八个有向边组成。总计算时间
为 0.29s 。在二维空间中行进的最佳距离也是
1.0318m ，与标准 GCS 解决方案和真实几何最
小值相匹配。这些结果显示，我们修改后的 GCS
公式在静态环境中产生的轨迹与原始 GCS 相
同，从而验证了我们实现的正确性。

B. 动态环境
接下来，我们展示一个有单个移动障碍物的简

单场景。在这种情况下，多条最优轨迹具有相同
的全局最小距离。我们展示了我们的方法如何通
过凸集图找到一条最优轨迹，同时避开移动障碍
物。需要注意的是，标准的 GCS 方法在不引入
非线性求解器来确定路径的时间和避免碰撞的
情况下，无法用于解决这个场景。

(a)

(b)

Fig. 15: 从顶部视图（a）和等角视图（b）展示
的时空 GCS 的结果集合和无碰撞轨迹。

www.xueshuxiangzi.com
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场景参数如下。一个状态为 (x, y, t) 的智能体
从 ( 0.5m , 0m , 0s ) 出发，必须移动到 ( 0.5m ,
1m , 1s )。智能体的最大速度为 2m/s 。有一个
长度为 0.2m 的方形动态障碍物。这个方形起初
位于 ( 0m , 0.5m , 0s )，并移动到 ( 1m , 0.5m ,
1s )。从智能体的起始位置到终点位置，避开障
碍物的几何最小距离是 1.0m 。
图 15 展示了我们的方法生成的控制点，从俯

视图和等距视图来看。从上方观察，几何路径从
开始到结束呈直线移动。等距视图显示代理在开
始时快速移动，通过轨迹的斜率证明了这点，以
越过障碍，然后减速。凸集图由四个集合和八个
有向边组成。总计算时间为 0.52s 。在二维中行
驶的最佳距离也是 1.0m ，即真正的几何最短距
离。这个例子展示了我们的方法在动态障碍存在
的情况下生成无碰撞、最佳轨迹的能力，而不依
赖初始猜测。

C. 杂乱环境
前面的例子显示了我们的方法可以找到避免

单个障碍物的最优轨迹。但是，在实际场景中，
通常有更多的障碍物需要规避。下一个场景展示
了我们的方法在一个拥挤的环境中如何表现，寻
找通过凸集图的最优路径，并提出了一种改善结
果的凸集生成启发式方法。我们还讨论了一些由
于生成凸集的方法而出现的缺点。
场景参数如下。一个智能体从 ( 0.5m , 0m ,

0s ) 出发，必须移动到 ( 0.5m , 1m , 1s )。智能
体的最大速度为 3m/s ，允许它在指定的 1s 时
间内行驶最多三倍的起止距离。在 ( 0m , 0.2m
) 和 ( 1m , 0.8m ) 之间随机初始化二十个障碍
物，并且具有随机的恒定速度。图 16 显示了这
个动态环境的起始和结束 2D 截面图。图 17 显
示了从侧面和等距视角看到的 3D 外观。找到一
个躲避这个环境中所有障碍物的轨迹的初始猜
测是极具挑战性的，甚至可能是不可能的。
自由空间被分解为三维空间中的凸集图。IRIS

分割算法通过从种子点开始扩展生成每个凸集，
以创建包含种子点的最大可能的无碰撞凸集。该
算法通过随机采样环境来选取种子点，丢弃位
于障碍物或现有集合中的样本，然后扩展凸集
图。图 18 a 显示了在采样了 80 个随机点并适
当地丢弃样本后的凸集图的三维视图。在三维空
间中，许多集合在视觉上被障碍物或其他集合遮
挡。图 18 b 显示了凸集图在 ( t = 0.80s ) 处的
截面图，集合使用不同颜色标记，障碍物显示为

(a)

Fig. 16: 障碍物以恒定速度从随机起点移动到随
机终点。箭头指示运动方向。轨迹的起点和终点
分别用绿色和红色表示。

黑色。利用这一随机种子，凸集图由十四个集合
和九条有向边组成。
图 19 展示了由我们的方法生成的轨迹。环境
中没有与任何 20 个障碍物发生碰撞。然而，尽
管该轨迹在凸集合图方面是全局最优的，集合
本身并没有完全覆盖自由空间。如图 18 b 所
示，在有许多障碍的区域，集合的密度较低。这
导致轨迹在几何最小距离方面不是全局最优的。
图 19 显示了从顶部和等距视图的 3D 轨迹。总
计算时间为 4.12s 。行驶的最优距离是 1.28m 。
我们在上面的相同场景下运行实验，同时改变

IRIS 样本的数量，并使用不同的种子重复实验
100 次。对于每次运行，我们记录了图中创建的
集合和边的数量、最终的轨迹成本以及生成图形
和优化轨迹所需的总计算时间。如预期所示，当
样本数量增加时，集合和边的数量都增加，从而
导致较低的平均轨迹成本。
表 I 总结了使用不同数量的样本初始化 IRIS
算法时平均结果的变化情况。计算时间随着图的
大小增加而增加，而轨迹的距离则减少。随着图
的扩展，计算轨迹所需的时间大幅增长。虽然一
些 GCS 论文提出了一些策略，比如在第一次分
支定界迭代后修剪图以减少计算时间，但我们在
这项工作中并没有实现这些方法。图 20 显示了

www.xueshuxiangzi.com



15

(a)

(b)

Fig. 17: 从顶部 (a) 和侧面视图 (b) 显示的杂乱
环境。

在对 IRIS算法取样 1000个点后，在 t = 0.8s处
的一个示例横截面，从而通过环境中心实现了更
密集的集合覆盖，并使得解更接近几何最小值。
尽管该方法成功地避免了所有障碍，这些结果

强调了凸集密度对轨迹最优性的影响。在有许多
障碍的区域中，稀疏的覆盖可能导致次优路径，
即使在构建的图中解决方案在全球范围内是最
优的。增加样本数量可以提高集密度和解决方案

(a)

(b)

Fig. 18: 在采样 80 个点后凸集图的三维视图（a）
以及在 t = 0.80s 处图的截面（b）。

www.xueshuxiangzi.com
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(a)

(b)

Fig. 19: 由我们的方法生成的轨迹的俯视图 (a)
和轨迹的透视图 (b)。

(a)

(b)

Fig. 20: 横截面 t = 0.8s ，使用 1000 个样本作
为 IRIS 算法的初始样本 (a)。在环境的中心，凸
集被密集地排列，导致较短的轨迹 (b)。

www.xueshuxiangzi.com
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TABLE I: IRIS 采样对 GCS 轨迹优化的平均效
果

Samples Sets Edges Cost (m) Time (s)
80 15.22 22.71 1.24 4.75
100 17.05 26.45 1.23 5.28
250 27.58 52.28 1.12 11.50
500 40.16 95.27 1.05 26.80
1000 55.62 148.44 1.03 82.30

质量，但代价是显著增加计算时间。

V. 结论
我们提出了一种用于在拥挤的动态环境中生

成轨迹的 GCS 公式。此处介绍的约束开发策略
扩展了 GCS 在更广泛的轨迹优化问题中的适用
性。尽管凸集生成方法限制了解的质量，但 GCS
框架提供的安全性和最优性保证在其他轨迹优
化方法中很少见。此外，时空公式使 GCS 能够
有效处理动态环境。值得注意的是，这种方法允
许在不需要良好的初始空间或时间猜测的情况
下生成最优轨迹。总体来说，这项工作展示了一
种实现 GCS 约束的策略，以及如何扩展 GCS
框架以处理动态环境。
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