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Abstract

量子隐式神经表示（QINRs）包括在基于门的量子计算
机上进行学习和执行的组件。尽管 QINRs 最近作为一
种有前景的新范式出现，但有关其架构和变分形式的
设计、量子机械特性的实用性、训练效率以及与经典
模块的相互作用仍存在许多挑战。本文通过介绍一种
用于 2D 图像和 3D 几何场学习的新型 QINR，推动了
这一领域的发展，我们统称其为量子视觉场（QVF）。
QVF 使用神经振幅编码将经典数据编码到量子态向量
中，并基于一个可学习的能量流形确保有意义的希尔
伯特空间嵌入。我们的变分形式遵循一个可学习参数
化量子电路的完全纠缠设计，在实希尔伯特空间中执
行量子（幺正）操作，从而实现数值稳定的训练和快速
收敛。QVF 不依赖经典后处理——与之前的 QINR 学
习方法相反——而是直接使用投影测量来提取变分形
式中编码的学习信号。在量子硬件模拟器上的实验表
明，QVF 在视觉表示精度方面优于现有的量子方法和
广泛使用的经典基础基准，无论是在学习高频细节等
各种指标和模型特征方面。我们还展示了 QVF 在 2D
和 3D 场完整性及 3D 形状插值中的应用，突显其实际
潜力 1 。

隐式神经表示（INRs）作为通过神经网络持续建模
信号的一个强大框架已经出现。它们在图像和三维形
状合成以及三维重建等视觉计算领域中取得成功并被
广泛使用。INRs 将空间（以及时间）坐标映射到对应
的信号值，实现了分辨率无关、内存高效和可微分的
表示；信号编码网络 fθ 通过参数 θ 的训练以最小化
采样坐标 x 上的重建损失 L(θ) ：其中 X 表示采样域，
S(x) 是要被 fθ 表示的信号值。作为对 INR 所需不断
增长的计算、内存和能源需求的补救，近期的工作探
索了将量子电路集成到 INR 中，作为经典方法的一个
有前景的替代方案，具有模型紧凑性和学习效率方面
的潜在优势。量子算法在 Hilbert 空间中操作，能够进
行状态的叠加和纠缠，这超越了具有可比资源规模的
经典系统中的并行处理。涉及参数化量子电路（PQCs）
或 ansätze 的量子机器学习（QML）模型通过幺正变
换（实现为量子门序列）参数化量子态的演变，所需参
数数量与 Hilbert 空间维数对数成比例。最近的研究进
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一步揭示了 PQCs 与基于傅里叶的学习机制之间的内
在联系，这是实现频谱无偏学习或减轻在经典神经网
络中常见的频谱偏见的关键特征。这些见解共同建议
了一条通往高效且表现力强的视觉计算用量子机器学
习模型的路径。尽管其理论上有潜力，量子隐式神经
表示（QINR）仍然在架构和实验视角上未被充分探索。
最近推出的 QIREN 方法 [65] 是该领域中首批为图像
表示、上采样和生成设计的方案之一。QIREN 将查询
坐标投射到可学习的傅里叶特征中，并与一个经典的
网络解码器配对，明确地将其与傅里叶神经架构联系
起来。与此同时，由于繁重的经典后处理，它可能会掩
盖量子行为。此外，QIREN 的设计允许学习相对较小
分辨率（例如，32×32 像素）的二维 QINR，但不能学
习其集合或三维信号。为应对这些限制，我们提出了量
子视觉场（QVF），这是一种新的基于坐标的量子机器
学习模型，利用高维希尔伯特空间实现轻量化和光谱
上无偏的隐式视觉场表示；参见图 ?? -(a) 的方案。我
们不需要经典的后处理。与其使用启发式的经典到量
子数据编码方法—这些方法（不合理地）假设手工制作
的嵌入与量子电路的归纳偏差对齐—我们引入了一种
新颖的可学习能量模块，该模块编码非线性数据先验，
以对齐经典欧几里得和量子希尔伯特特征表示。我们
精心设计的量子电路利用量子态演化和量子比特之间
的纠缠，有效地探索了优化的测量前量子态表示。具体
而言，QVF 中可达的希尔伯特空间受到限制，以稳定
梯度流并缓解诸如贫瘠高原（如由于哈尔随机性引起
的梯度消失）等问题，而不影响表现力。通过对潜在变
量进行条件化，量子电路被测量以生成多维信号，例如
图像或三维几何体，或其集合（图 ?? -(b)）。总之，本
文的技术贡献包括：

• QVF，一种基于坐标的新的量子机器学习模型，用
于视觉表示学习（2D图像和 3D符号距离场）。QVF
方法被设计用于在未来的量子机器模拟器或容错门
型量子计算机上执行。

• 一个用于将经典数据编码为量子态幅度的非线性神
经方案。我们的神经幅度编码基于一个可学习的能
量流形，确保有意义的希尔伯特空间嵌入。

• 一个有效的 PQC，它在真实的希尔伯特子空间内处
理纠缠信息，专门设计用于通过限制 Haar 随机性
来提供稳定的梯度反馈。

我们评估了 QVF，并将其与主要竞争对手进行比较，
即之前用于 2D 图像表示学习的 QINR 方法 QIREN，
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此外，还比较了几个基础的经典 INR 基线（用于 2D
图像和 3D 形状表示学习）。实验在基于门的量子硬件
模拟器 [8] 上进行。QVF 始终优于 QIREN 和其他比
较的技术。此外，QVF 支持超出之前 QINR 框架所能
处理的问题规模和应用，例如图像修复、形状补全和潜
在空间插值（图 ?? -(c)），朝着在实际场景中解锁量子
模型迈进了一步。

1. 相关工作
经典神经网络 2D/3D 场景表示。神经网络作为现代隐
式场景表示的基础，利用连续函数逼近来规避基于离
散网格的方法的限制 [14, 15, 30, 39, 58] 。最初的突破
是使用多层感知器（MLPs）来建立坐标到属性的映射，
这在 Chen 等人的 [15] 任意尺度的超分辨率连续隐式
模型，以及 Dupont 等人的 [17] COIN 框架中得到了
展示，该框架优化了神经参数化以实现高效的图像压
缩与重建。此范式已被扩展至 3D 表示，取代了传统的
体素和网格方法：DeepSDF [41] 通过学习有符号距离
场（SDFs）实现几何一致的表面重建。虽然经典的神
经方法取得了显著的成功，但基于门的量子计算在从
根本上增强 INRs 方面具有巨大潜力。
量子增强计算机视觉。随着对应用量子计算的兴趣日益
增长，新兴的领域即为量子增强计算机视觉（QeCV）。
当前的文献主要探讨了用于组合优化的量子退火机 [7,
10, 18, 20, 35, 63] ，而对参数化量子电路（PQCs）的
研究仍然较少。早期的工作引入了如通过局部卷积操
作进行量子图像去噪的概念 [52] ，以及具有中途电路
测量的量子卷积神经网络（QCNNs）来模拟平移等变
性 [16] 。随后的进展包括通过体素化和量子特征处理
进行 3D 点云分类的混合量子-经典架构 [4] ，以及通
过手工设计振幅嵌入进行经典数据压缩的量子自编码
器 [43]。我们的工作灵感来自于 3D-QAE [43]，这是
第一个使用手工设计的量子振幅嵌入进行稀疏 3D 点
云自动编码的模型。作者指出，该方法在可扩展性方面
存在局限性，并且性能不及经典模型。与我们的工作密
切相关的是赵等人在论文 [65] 中的 QIREN，其采用了
一种三明治结构，即在经典预处理和后处理之间放置
一个量子电路层。他们利用电路的傅里叶处理特性将
查询投影到傅里叶特征中，随后用经典的密集层进行
推理。这与经典傅里叶编码有相似之处，傅里叶频谱的
大小呈指数增长。虽然该方法在理论上有良好的动机，
但其实际实用性仍有争议，因为对重型经典后处理的
依赖将量子部分简化为单纯的特征提取器，从而削弱
了潜在的计算优势。相比之下，我们的框架避免了这种
后处理，并更多依赖于参数化量子态；有关算法的比较
见表 ?? 。我们使用了一种可学习的、基于能量的玻尔
兹曼调节幅度编码，这是展示量子计算潜力的重要一
步，其经验证据见第 4 节。同时，我们精心设计的参
数化量子态演化编码数据并确保稳健的梯度反馈。

2. 基于门的量子计算综述
基于门的量子计算通过对量子比特应用一系列幺正操
作提供了一个用于量子信息处理的通用框架，利用单
量子比特门如泡利旋转 Rx(θ) = e−iθX/2 、Ry(θ) =
e−iθY /2 和 Rz(θ) = e−iθZ/2 （其中 X 、Y 、Z 是泡
利矩阵）进行任意状态操作，并使用纠缠门（CNOT、
CZ、iSWAP）产生非经典（量子力学）相关性。如果
一个门集合能够任意精确地逼近任何幺正变换，那么
它就是通用的。Solovay-Kitaev 定理 [40, App. 3] 保证
了使用这样的集合进行有效近似，从而为该模型中的
通用量子电路奠定了理论基础。在 QVF（第 3 节）中，
应用于量子比特状态向量的量子门的最优参数（如 θ ）
从数据中学习，而量子演化的配置是预定义的。这种设
置在文献中称为量子机器学习（QML）[9] ，因为量子
门取代了经典神经网络的权重。我们在附录 A 中提供
了有关量子计算、常用符号和 QML的更详细背景和回
顾。

3. 我们的 QVF 方法
本节介绍了所提出的 QVF 模型，即用于学习视觉表示
及其集合的 QINR；其架构见图 1 。QVF 以查询坐标
Θ 和一个可选的潜变量 z （在需要表示多个视觉场景
的情况下）作为输入，并生成二维或三维场属性 s 。我
们在第 3.1 节中介绍了利用神经幅度编码将数据嵌入
到量子态向量中，而量子电路设计和测量详细信息则
在第 ??节中给出。第 ??节提供了 QVF支持的训练细
节和应用。

3.1.振幅编码与神经嵌入
我们参数化的基于能量的经典数据嵌入 x 到量子状态
|ψin(x)⟩ 的方法推广了广泛使用的人工设计的振幅编
码 (AE) [43, 47] 。通过利用量子叠加态，AE 能够将
N = 2n 的经典值以一种指数紧凑的方式编码到 n的量
子比特概率振幅中。值得注意的是，这意味着由于量子
态相位的固有周期性，AE 会诱导指数多的随机傅里叶
特征。人工设计的 AE的根本限制在于其事前可能偏向
的准备好的量子态，这可能导致与后续量子演化的不
匹配或任务特定数据傅里叶先验的次优利用。因此，我
们提出了一种数据驱动的 AE方法，可以直接从数据中
学习最优的量子态密度 ρ̂opt(x) ，即在我们的例子中为
QINR。我们处理满足 Tr(ρ̂(x)2) = 1的纯量子态。借鉴
物理系统（例如，统计和量子力学）中固有的能量-概率
二元性，我们推断给定视觉表示的条件能谱 E 并将其
转化为概率分布 P ，随后被编码为复希尔伯特空间 H
中的量子比特状态振幅 αi ∈ C 。我们的编码将非线性
引入量子电路，同时保留量子电路演化和测量的全部能
力，并促进 ansatz表达能力 2 。对于能量推断，我们采
用一个最小密集 MLP f(x = {Θ, z}) : γ(Θ)× z → E ，
有两种设置：1）ReLU 激活与位置编码 [37, 42] 或 2）

2量子电路中的变换在测量之前是幺正的，这通常被视为 ansatz
表达能力的关键限制
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Figure 1. 提出的 QVF 模型的概述，一个用于视觉表示学习的 QML 框架。使用 γ （位置编码）编码的查询坐标 Θ 与条件潜
在编码 z 连接在一起，用于推断量子系统的能谱 E ，该谱能与玻尔兹曼调节的统计不确定性 P 相关联。推断的统计性质用于
将经典数据编码为量子状态矢量，随后由参数化量子电路 S(θ) 处理。生成的视觉场属性直接从投影电路测量中解码（无需进
一步后处理）。

Siren [53] ：

γ(Θ) = (· · · , sin(2L−1πΘ), cos(2L−1πΘ), · · · ). (1)

Θ 表示字段查询坐标，而 z 代表学习视觉字段集合
时的潜码。推断出的 E = f(γ(Θ), z) 被用于导出受
Boltzmann调节的量子系统的 P ；吉布斯-玻尔兹曼框
架 ς 充当封装热力学不确定性的归纳嵌入偏差，使得
吉布斯量子态得以实现 [3, 5] 。
我们接下来构建从 Gibbs 正则系综中导出的离散化

能量景观 E ，从而形成 P = [Pi] 、i ∈ {1, . . . , N} ：

P =
exp (−βE(Θ, z))

Z
, where (2)

Z =

∫
exp (−βE(Θ, z) dΘ ≈

N∑
j=1

exp (−βEj(Θ, z)) ,

(3)
，其中 β = (kBT )

−1 代表逆温度。量子态振幅 αi ∈ C
，位于复 Hilbert 空间 H ，通过其复相位 ϕi = arg(αi)
进行表征，其在间隔 [0, 2π) 内是任意的，需满足归一
化条件 ∥αi∥22 = Pi （确保满足 Born 规则

∑N
i=1 Pi = 1

）。最后，量子态 |ψin(Θ, z)⟩ 用于为我们的输入（二维
或三维）领域的查询坐标进行编码，准备方式如下：

|ψin(Θ, z)⟩ =
N∑
i=1

αi |ψi⟩ , αi =
√
Pie

i·arg(αi),

ρ̂(Θ, z) = |ψin(Θ, z)⟩ ⟨ψin(Θ, z)| =
N∑

i,j=1

αiα
+
j |ψi⟩ ⟨ψj | .

(4)
|ψi⟩是计算基，̂ρ(Θ, z)是 |ψin(Θ, z)⟩的密度分布，“(·)+
”表示伴随态。
一旦经典数据被编码到 |ψin(Θ, z)⟩ 中，它将在高维

Hilbert空间中被我们可学习的 PQC或 ansatz Ŝ(θ)处
理。我们的目标是为 QINR 学习提供一个紧凑且具有
表现力的 PQC。Hilbert空间的不受限制变换可能需要
复杂的量子门序列，并可能导致训练不稳定性，例如贫

瘠高原（barren plateaus）3 。因此，为了确保高效的
QVF 训练，我们将 Ŝ(θ) 限制为由 Pauli-Y 旋转和纠
缠门构成的实值酉操作，因为 Pauli-X 和-Z 门引入的
虚部会导致对整个 Bloch 球面的不受限探索。我们的
PQC 结构类似于经典的密集连接神经网络，即包含交
替层的参数化单量子比特 Pauli-Y旋转和纠缠操作，支
持强相关的、非局域量子态，这些量子态无法分解为单
个量子比特的张量积。这种设计为 QINR 学习提供了
关键的优势：(1) 它将状态演化限制在实 Hilbert 子空
间，消除了容易导致乱序量子态和贫瘠高原的冗余参
数维度；(2) 它自然而然地舍弃了复杂的相位信息，同
时保留所有与测量相关的量，例如，某些基的广义性，
如 Pauli-Z 可观察量，因为在计算 Z 基的概率时，复
杂的相位因子会抵消并变得无关紧要；以及 (3)在显著
简化优化景观的情况下，保持完备性。此外，我们的设
计需要在编码的量子数据中实施零复相位，形式上表
示为 arg(αi) = 0 ，其布洛赫球动态示意图如图 ?? 所
示。一旦 |ψin(Θ, z)⟩ 被 Ŝ(θ) 转换后，我们使用对最终
量子态的投影测量来提取编码在我们 QINR 中的视场
属性。
量子电路测量。从 Ŝ(θ) 中提取一个 m 维表示 ( m≤n
)，我们在前 m 个量子比特上实现局部 Pauli 投影测
量，有效地忽略（追踪出）剩余的 n−m 个量子比特。
相应的局部测量算子家族 {Ôi} 正式定义在 n 量子比
特的希尔伯特空间上为：

Ôi =
(
⊗i−1

k=1Ik
)
⊗ σZ

i ⊗
(
⊗n

l=i+1Il
)
, i ∈ {1, . . . ,m},

(5)
其中 Ik 表示作用于 k 个量子比特上的恒等算子，保持
其在张量积内的量子状态。算子 σZ

i = |0⟩⟨0|i − |1⟩⟨1|i
表示施加在 i 个量子比特上的 Pauli-Z 可观测量。局部
测量有助于为电路提供稳健的梯度反馈 [12, 56] 。Ŝ(θ)
的输出定义为有限次电路测量的期望值（附录 D 分析
了电路测量对提取图像质量的影响）。这个期望值可以
被表示为 Vinf ，它在渐近极限中随着测量次数趋向无
穷大而定义为：

Vinf(Θ) = Tr(ρ̂(Θ)M̂(θ)), M̂(θ) = Ŝ(θ)†ÔŜ(θ). (6)
3贫瘠高原是指随着电路深度的增加，损失函数中的梯度幅度呈指

数衰减；详情请参见第 A.3 节
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M̂(θ) 表示一种参数化的测量基，用于通过我们完全纠
缠电路 Ŝ(θ) 的酉量子演化来近似最佳测量基 M̂opt 。
类似于经典的通用逼近理论，具有足够深度的量子电
路可以近似任意酉变换。Solovay-Kitaev 定理对近似给
定精度 ϵ 的任意酉操作所需的量子门的数量给出了严
格的理论上限，由 O(4n log4(1/ϵ)) 给出。电路深度 J
类似于经典神经网络的层数，及相应的组成酉量子门
的总数是我们 Ŝ(θ) 的超参数。对应于 i 个量子比特的
局部测量被注入映射到目标场的相应维度，要求量子
比特数为 n≥m 。接下来，我们详细描述在贝叶斯框架
下对模型的端到端训练协议。
对 Ŝ(θ) 的初始化。我们使用已建立的 PQC 初始化

策略，即恒等和高斯；请参见图 ?? 了解架构影响。对
于恒等初始化，深度为 j ∈ {1, · · · , J} 的每个电路层
Ŝ(θ)j 可以表示为子电路 SR ，后接其厄米共轭 FR 。
然后，通过将 θk ∼ U [0, 2π) 分配给 SR 来构建 Ŝ(θ)j ，
根据定义也初始化为 FR 。这确保了在训练之前，所有
层的复合操作 Ŝ(θ)j = SRFR 串接在一起，相当于零
电路深度（恒等电路）。请注意，虽然初始配置强制执
行 SRFR = I ，但在优化 [21] 期间不维持这一约束。
对于高斯初始化，Ŝ(θ)j = SGj

的可训练参数是从
均值为零且方差与电路深度相关的高斯分布中采样的，
即 θk ∼ N (0, σ2(J )) [64] 。总体电路架构 Ŝ(θ) 是
通过连接 J 块 Ŝ(θ)j 来获得的，使得总体的酉变换由
Ŝ(θ) =

∏J
j=1 Ŝ(θ)j 给出。请注意，保持跨块的架构同

质性，可以系统地探索酉空间 U(2n) 。
QVF 训练。考虑数据集 X ，它由 W 个不同的视觉字
段组成，表示为 Xi ，对于 i ∈ {1, ...,W}。每个数据字
段 Xi 封装了物理字段属性 sji ，例如图像中的像素值
或用于几何表示的 SDF 的签名距离，在特定空间坐标
Θj

i 处采样；这里，索引 j 表示每个字段的样本索引。
空间坐标和物理属性之间的关系由函数 f 定义，因此
每个字段内的采样点由以下给出：

Xi = {(Θj
i , s

j
i )|s

j
i = f(Θj

i ), j ∈ {0, 1, ...,M}}, (7)

其中 M 是每个字段的样本数量。值得注意的是，每个
数据字段 Xi 都与一个唯一的潜在代码 zi 相关联。在
训练之前，每个 zi 从零均值多维高斯分布中随机采样，
正式表示为 zi ∼ N (0, I) 。训练目标是最大化条件概
率分布 pθ(s|Θ) ，其中 θ 表示 QVF 的可训练参数：

pθ(s|Θ) =
∑
i,j

pθ(s
j
i |Θ

j
i , zi)p(zi). (8)

在足够大的数量的独立同分布量子电路测量中，条件
似然性 pθ(s

j
i |Θ

j
i , zi) 可以通过高斯分布来近似。此陈

述由中心极限定理 (CLT) 支持，该定理建立了具有有
限方差的众多独立同分布随机变量的和（或平均）的渐
进正态性。因此，pθ(s

j
i |Θ

j
i , zi) 可以近似为

pθ(s
j
i |Θ

j
i , zi) ≈ exp

(
−L2

(
V (zi,Θ

j
i ;θ), s

j
i

))
, (9)

其中 L(·) 表示量化电路 V (zi,Θ
j
i ;θ) 的输出与观察到

的物理属性 sji 之间差异的损失函数；关于我们在实验

Figure 2. （左：）梯度方差的比较（y 轴为对数刻度）；（右：）
可达量子态的可视化。

中使用的指标的更多详情，请参阅 Sec. 4 的开头。模
型训练因此可以在贝叶斯框架下被表述为最大化条件
似然。为了确保在潜在空间中的平滑表示过渡，关于 zi
的先验分布被轻度惩罚以遵循平滑分布；一个各向同
性零均值多元高斯分布是一个合理的选择，正如 Park
等人所采用的那样 [41] 。损失函数 Lθ,z ，通过对所有
学习得到的 W 字段 {si|i = 1, . . . ,W} 进行训练最小
化，每个 si 包含 M 个样本，公式化为：

Lθ,z(Θ, s) =
∑W,M

i,j=1(L(V (zi,Θ
j
i ;θ), s

j
i ) + γ∥zi∥2). (10)

QVF 进行端到端训练：经典参数通过梯度下降更新，
而量子参数则通过参数偏移规则 [38] 进行优化。使用
及应用。一旦训练好了，我们可以以基于坐标的方式
查询 QVF 以获取编码的二维或三维表示。我们还可以
进行部分样本推断，从而可以通过潜在空间优化实现
图像修补和部分形状补全等应用。使用最大后验估计
（MAP），我们识别出一个潜在编码 ẑ ，使其与输入的
部分观察 X̂i 的匹配度最大化，同时保持预训练模型不
变：

ẑ = argmin
z

∑
(Θj ,sj)

L(V (zi,Θj ;θ), sj) + γ2||z||2. (11)

算法总结。我们在附录中的算法 1 中总结了 QVF 的
训练协议。

4. 实验评估
我们通过实验评估我们的 QVF，用于学习视觉场景表
示，包括 2D 图像和 3D 形状，同时系统分析其在信
号插值意义上的泛化能力以及处理缺失和遮挡区域的
能力。我们使用 1）来自 CIFAR-10 数据集 [29] 和具
有丰富光谱细节的高分辨率图像 [19] ，以及 2）来自
ShapeNet [13] 数据集的 3D 形状。我们报告了平均三
次重复实验所得出的广泛使用的指标，即用于 2D图像
表示保真度的均方误差（MSE）和峰值信噪比（PSNR），
以及用于 3D 形状的 3D 平均绝对误差（MAE）。实现
细节。我们在由 PennyLane [8] 提供的无噪高端模拟
器上经验性地评估该模型。我们采用 Adam 优化 [28]
，初始学习率为 η = 10−3 ，并应用于学习率调度器，
当达到平台期时，窗口大小为 50 轮时触发（按比例缩
放 η 通过 0.9 ）。训练轮数设定为 5k ，以及方程 (10)
中的 γ = 10−3 。我们使用具有 40 GB 内存的 A100
GPU。硬件和效率。由于缺乏大规模、容错的量子硬
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Figure 3. (a) Reconstructed images during training: (top)
our QVF and (bottom) classical model; (b) PSNR learning
curves.

件，当前的量子机器学习模型被迫依赖于在经典硬件
上运行的指数级昂贵的模拟器；见表 ?? 。对于深度为
J 的 n 个量子位的电路，经典无噪模拟器上未加速的
计算复杂性为 O(23nJ ) 。
我们通过实验表明，将量子变换限制为 Ŝ(θ) 中的实

值幺正操作（导致有界的 Haar 随机性）有助于梯度流
动。由于量子电路参数在 [0, 2π) 内本质上是周期性的，
我们通过在此范围内均匀采样参数并量化其期望值来
评估梯度流动。由于期望损失梯度的零均值特性（参见
附录 A.3 ），消失梯度现象由方差衰减率支配。因此，
我们量化梯度方差 Vargrad 为

Vargrad = Eθ∼U([0,2π))

[
Var

({
∂

∂θk
⟨M̂⟩θ

}T

t=1

)]
,

(12)
，其中“Var(·) ”表示方差算子，T = 500 是评估期望
值的样本数量。⟨M̂⟩θ 是 Ŝ(θ) 的期望值，并且 k 遍历
ansatz 参数。图 2 报告了随着量子比特数量增加对于
两个 ansatze，即我们的 QVF 和 QIREN [65] ，使用
强纠缠的量子电路允许希尔伯特空间中的混乱（即非
受限）量子态。我们观察到，我们具有有界 Haar 随机
性的 ansatz 维持了更强的梯度流动，这对于其可训练
性和高效表示学习至关重要。
我们使用 QVF 评估图像表示学习，从单个图像开

始。我们首先将 QVF 与一个等同于 QVF 经典部分
的经典模型进行比较，因此由于其 ansatz，QVF 会有
170 个参数的额外开销。这意味着学习行为和最终表示
准确性的差异主要是由于 ansatz 的归纳偏差造成的。
图 3 -(a) 可视化了来自中间和收敛 QVF 的图像。图 3
-(b) 绘制了前一千个训练周期的学习曲线（PSNR），因
此突出了训练进程中的差异。在评价过程中，对于其他
试验也观察到了类似的现象。在低频空间域中，我们的
QVF 表现与经典基线相当，而在包含丰富高频细节的
区域，QVF 显著加速了学习。我们还实验了 Rathi 等
人手工编码策略 [43] ，该策略在收敛时并没有产生可
识别的表示——这一观察与他们的结果一致。我们随
后将 QVF 与 QIREN [65] 进行基准测试，这是与我们
最相关的 QINR方法，也是我们最接近的竞争对手。虽
然 QIREN在经典层之间夹杂了一个量子 ansatz，QVF
仅使用一个经典组件进行数据编码。为了公平比较，我
们使用相同的量子资源预算对 QVF 和 QIREN 进行评
估，即 n = 5 个量子比特，并在 50 张不同的图像上评
估性能。我们保留了 QIREN 的原始配置（见附录 C.2

）。表 1 报告了平均指标。结果表明，结合 Siren 的
QVF 在 MSE 上比 QIREN 高出 30% ，在 PSNR 上
高出 1.6 分贝。接下来，我们通过潜变量条件进行图
像集合的表征学习，即我们配置 QVF 同时学习 50 张
图像。请注意，QIREN 不支持此实验设置，因此我们
将 QVF 与经典的基础 INR 方法对比，即 具有 ReLU
激活的 MLP 和 Siren。比较遵循相同的评估协议，基
线与 QVF 之间的唯一区别在于 ansatz 的存在；结果
概述在表 2 中。最后，我们重复这一实验，使用由詹
姆斯·韦布空间望远镜记录的四张更高分辨率的图像
（QINR 文献中最高的分辨率）；结果见图 ?? -(b)。接下
来，我们考虑 1）在未来量子硬件上部署 QVF，2）可
能降低表示保真度的物理因素，例如测量不确定性。由
于有限采样引起的随机效应，从 ansatz 中提取的视觉
场在保真度（准确性和质量）上可能有所不同。在附录
D 中，我们模拟（并在图 9 中可视化）通过我们预训
练的 QVF 编码的图像表示，跨越不同数量的 Nshot 次
采样，显示随着采样精度增加的结果场的特征。
Ansatz 配置。接下来我们评估 QVF 的架构变化。我
们研究关键超参数的影响：1）ansatz 宽度，即 n 个量
子位的数量；2）电路深度 J ；和 3）经典模块用于将
数据编码到量子态中的潜在空间维度 p 。见图 6 的结
果：扩展 QVF 的 ansatz，即增加 J 和宽度 n （同时
保持其他参数不变），在两种情况下都能带来性能提升。
此外，QVF 稳健扩展，并不受到显著的可训练性问题
影响。用于整合非线性数据先验和准备编码量子态的
经典模块的表达能力构成了架构基础。随着 p 的增加，
我们观察到一致的性能提升。我们在实验中选择的默
认配置 n = 5 、J = 5 和 p = 128 是为了考虑 QVF 在
模拟器 [8] 上的运行时间。参数缩放分析。根据设计，
QVF 由两个组件组成：1）用于神经振幅编码的经典
模块；2）ansatz。由于我们在 QVF 中利用了一个小型
MLP，其参数化呈二次增长，即相对于潜在空间维度
O(p2) 。同时，我们的量子 ansatz 的参数缩放与其深
度 O(nJ ) 相关。虽然 ansatz 对总参数数量的影响可
以忽略不计，但它极大地提高了整体性能（参见图 3 ）。
更多的参数化细节见附录 C.2 。

4.1.三维（形状）表示学习
接下来，我们评估以 SDF 形式进行的 3D 形状几何表
示学习。这一设定首次在 QINRs 背景下进行研究；它
在 QINR 的可扩展性方面以及由于形状拓扑的变化而
带来了挑战。与图像类似，我们对 3D 形状集合进行
表示学习。我们从 ShapeNet [13] 中选择三个形状，并
在每个形状的 100 个 k 空间点处非均匀采样签署距离，
以便于更好的表面细节捕获的近表面更高采样密度。注
意，尽管这个实验设置的规模对于经典模型而言可以
被视为中等，但它显著推进了 QINR 模型的可行规模
（尽管仍受限于模拟器的性能）。我们从 2D 图片的实
验中继承了实验设置，并在表 2 中汇报收敛后的表示
准确性。基线设置同样是具有不同激活函数的 MLPs，
包括与 DeepSDF 方法 [41] 对应的 ReLU。可以使用
Marching Cubes [33] 从查询的签署距离中提取不同分
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Figure 4. Visualisation of the reconstructed images (CIFAR-
10 [29]) conditioned on a latent space variable.

Figure 5. (a): Geometry representation using QVF. Each
shape is obtained using Marching Cubes [33] with latent-
space-conditioned SDF inference; field samples are coloured
with estimated normals. (b): Shape completion from partial
inputs using QVF.

Figure 6. 消融研究考虑影响模型性能的模块（2D 图像）。从
左到右：1）电路深度 J ；2）量子比特数量 n ；3）每层隐
藏神经元维度 p 。

辨率的最终网格，如图 5 -(a) 所示。

4.2. QVF支持的应用程序
QVF 支持应用如潜在空间中的视觉场插值、图像修复
和形状完成。图 ?? -(c) 展示了在收敛的 QVF 中编
码的 3D 形状的线性潜在空间插值，即经典 INR 文献
中常见的实验设置 [41] 。QVF 还支持图像和形状的完
成，首先通过采样 ẑ 并使用 MAP 优化其值；详情见
第 Sec. ?? 节。第二步，通过利用优化后的潜在码和
推断缺失区域来完成；请参见图 5 -(b) 和 App. E 中
的定性结果。

5. 讨论与结论
我们的 QVF 是一个用于视觉场隐式表示学习的新
QML 框架。在量子硬件模拟器上的实验中，我们观
察到 QVF——即使只有最少的经典组件——能够在图
像和 3D 形状等数据模态中实现高表示保真度。此外，
QVF比先前的 QINR方法 QIREN（相似模型规模）表
现更好，并且在基本经典基线中具有竞争力。ansatz配
置和消融研究突出了每个 QVF 模块的影响。我们的

Method MSE (×10−3) ↓ PSNR ↑
Ours (Gaussian)+ReLU 0.98 ±0.09 30.06 ±1.0

Ours (identity)+ReLU 0.99 ±0.09 30.02 ±1.0

Ours (Gaussian)+Siren 0.55 ±0.04 32.59 ±0.2

Ours (identity)+Siren 0.54 ±0.04 32.67 ±0.3

QIREN [65] 0.78 ±0.05 31.03 ±0.2

Table 1. Numerical results for 2D representation learning,
for the previous QINR method QIREN [65] and our QVF.

Method Images 3D Shapes
MSE (×10−3) ↓ PSNR ↑ MAE (×10−3) ↓

Ours (Gaussian)+ReLU 1.02 ±0.11 29.8 ±1.1 0.99 ±0.07

Ours (Identity)+ReLU 1.03 ±0.09 29.5±1.2 1.10±0.09

MLP+ReLU [41] 2.17 ±0.13 26.57±0.51 1.43±0.14

Ours (Gaussian)+Siren 0.62 ±0.05 32.2 ±0.3 0.27 ±0.05

Ours (Identity)+Siren 0.72 ±0.06 31.4± 0.4 0.32± 0.05
MLP+Siren [53] 1.19±0.08 29.2±0.4 0.48±0.06

Table 2. Numerical results for 2D and 3D representation
learning, for our QVF and classical baselines, including
DeepSDF [41].

消融研究证实了足够的电路深度在 ansatz 深度和高表
示准确性之间取得平衡。根据我们的预期和理论预测，
QVF 在学习高频信号细节（图 3 ）方面效率很高，同
时比所有比较方法训练速度更快。作为 QINR 方法中
的首个，QVF 支持图像和 3D 形状集合的联合表示学
习，以及图像修复和 3D 形状填充等应用。最后，我们
强调这项工作侧重于通过基础方法创新推进 QINR 的
挑战。因此，我们不打算在绝对标准上挑战经典的精
心设计模型。我们将在项目页面上发布我们的 QVF 实
现。
限制。尽管 QVF 在性能和视觉场支持规模方面比之前
的 QINR 方法有显著改进，但由于量子硬件模拟开销，
目前实验规模仍然受到限制。然而，在容错门基量子
计算机出现之前，这些问题影响所有现有应用的 QML
工作。
未来工作。我们看到了各种有希望的后续发展方向

和 QVF 改进的方法。一个可能的方向是探索一种具有
较低计算复杂性的可学习量子吉布斯状态的准备（例
如，张量列分解 [36] ）。我们还预见到其他具有挑战
性的开放问题，例如从 2D 图像进行 3D 重建和神经
渲染，可以采用 QVF 作为一种表示。我们还相信，未
来可以在 QINR 环境中采用许多来自 INR 文献中的技
巧和进一步的想法（例如，空间划分结构和非刚性泛
化）[45, 54, 57] 和 [55, Secs. 4.2 and 4.3] 。致谢。我
们感谢 Natacha Kuete Meli、Daniele Lizzio Bosco 和
Thomas Leimkuehler 对手稿的有益评论。这项工作部
分地得到了德国研究基金会（DFG, German Research
Foundation），项目编号 534951134 的支持。References
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Quantum Visual Fields with Neural
Amplitude Encoding

—– Appendix —–

本附录补充了主论文，从第 A 节开始，详细介绍了
基于门的量子计算的背景。内容涵盖了量子物理基础
及其在机器学习和 INR 中的应用。它还连接了量子电
路测量和贝叶斯推断（见第 A.4 节）。第 B 节接着讨
论了当前实际可用量子硬件的发展状态。然后，在第
C 节中，我们拓展了相关文献，概述了完整的算法（训
练）协议；可视化实验中使用的量子 ansatz 架构；并
在第 ?? 节中提供了更多的实现细节以及对数据编码表
达能力的深入分析。在实验方面，我们在第 D 节进一
步分析了图像表示质量与测量重复次数（shots）的依
赖关系，之后在第 ?? 节中研究了 QVF 在噪声电路中
的性能。QVF 支持的应用，比如图像修复和形状补全，
在第 E 和第 F 节进行讨论，而 3D 形状的额外可视化
则展示在第 G 节。

A. 背景
A.1.基于门的量子计算初步知识

Figure 7. 量子比特状态的 Bloch
球可视化。量子比特 0：|ψ⟩ =
1√
2
(|0⟩+ |1⟩) ，量子比特 1：|ψ⟩ =

|1⟩ 。

量子比特。量子处
理单元（QPU）的
基本信息单元是量
子比特，即经典计
算中的比特的类似
物。与经典比特确
定性地表示一个可
能的状态（0 或 1）
不同，量子比特可
以统计地同时表示
两种不同的信息状态，用括-夹记号表示为 |0⟩ 和 |1⟩ 。
叠加是区分量子比特与经典比特的基本特性：它赋

予量子比特以 |ψ⟩ 和 |1⟩ 状态的组合形式存在的能力，
使得：

|ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ , (13)
与 α, β ∈ C和 |α|2+ |β|2 = 1的。量子比特状态 |ψ⟩

可视化在一个布洛赫球上（参见图 7 ）或以矢量形式
表达：

|0⟩ =
[
1
0

]
, |1⟩ =

[
0
1

]
, |ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ =

[
α
β

]
. (14)

量子力学中的测量本质上采用统计方法来提取数
值信息。对于用算子 Ô 测量的量子比特状态 |ψ⟩ =
α |0⟩+ β |1⟩（必须是厄米的，即 Ô† = Ô ），这意味着
分别测量状态 |0⟩ 和 |1⟩ 中存储的信息（即测量算子 Ô
的特征值）的概率为 |α|2 和 |β|2 ：

Ô |0⟩ = κ |0⟩ and Ô |1⟩ = δ |1⟩ , (15)

，其中 κ 和 δ 是测量算子 |O⟩ 的特征值。测量的关键
方面是被称为波函数坍缩的现象，即投影测量导致 |ψ⟩
坍缩到算子的特征态 |0⟩ 或 |1⟩ ，这取决于测量，即 κ
或 δ 。纠缠进一步将量子计算与经典计算区分开来。在
经典情况下，存储在比特中的信息是独立的，即测量一
个比特不会影响其他任何比特。在量子领域中，量子比
特可以通过纠缠高度相关，以至于一个量子比特的状
态与另一个有关，尽管它们在物理上相距很远并且之
间没有通信渠道。例如，一个二维量子比特系统的通用
信息状态 |ψ⟩2 可以表示为：

|ψ⟩2 = a |00⟩+ b |01⟩+ c |10⟩+ d |11⟩ , (16)

，其中 a, b, c, d ∈ C 使得 |a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2 = 1 。
如果 |ψ⟩2 不能表示为两个量子比特 |ψ⟩a1 和 |ψ⟩a2 的
张量积，则二维量子比特系统被认为是纠缠的，这表明
在不互相干扰的情况下不能独立测量其信息，即，

|ψ⟩2 ̸= |ψ⟩a1 ⊗ |ψ⟩a2 . (17)

旋转算子。负责在 Bloch 球体上沿 x -、y -和 z -轴旋
转量子比特状态 |ψ⟩ 的算子称为旋转算子。任何单量
子比特算子 R̂ 可以表示为此类旋转算子 R̂x, R̂y, R̂z 的
组合，即 R̂(θ, τ, γ) = R̂x(θ)R̂y(τ)R̂z(γ) 与角度 θ, τ 和
γ ：

R̂x(θ) =

[
cos( θ2 ) −i sin( θ2 )
−i sin( θ2 ) cos( θ2 )

]
,

R̂y(τ) =

[
cos( τ2 ) − sin( τ2 )
sin( τ2 ) cos( τ2 )

]
, and

R̂z(γ) =

[
e−i γ

2 0

0 ei
γ
2

]
.

(18)

保利算符 X̂, Ŷ , Ẑ 代表上述旋转算符的特定实例，即
分别沿 x 轴、y 轴和 z 轴旋转 π 弧度。这些算符也可
以在计算基 |0⟩ , |1⟩ 中表示为矩阵，如下所示：

X̂ =

[
0 1
1 0

]
, Ŷ =

[
0 −i
i 0

]
, Ẑ =

[
1 0
0 −1

]
. (19)

薛定谔方程。量子计算涉及根据量子力学原理操纵信
息，其基础是基于时间相关薛定谔方程：

ih̄
d

dt
|ψ(t)⟩ = Ĥ(t) |ψ(t)⟩ , (20)

其中 h̄ 为约化普朗克常数，|ψ(t)⟩ 为随时间演变的量
子态；Ĥ 是量子系统的哈密顿算符。因此，量子态的
演变可以通过以下关系描述：

|ψ(t)⟩ = T̂ e−
i
h̄

∫ t
0
Ĥ(t)dt |ψ(0)⟩ , (21)

其中 T̂ 表示时间排序算符，|ψ(0)⟩ 是演变前的量子态。
对于时间独立的 Ĥ ，这可以简化为 e−

it
h̄ Ĥ |ψ(0)⟩ 。使

用更紧凑的符号，薛定谔方程也可以等效表示为：

|ψ(t)⟩ = Û(Ĥ, t) |ψ(0)⟩ , with (22)
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Û(Ĥ, t) = e−
it
h̄ Ĥ . (23)

要对量子比特进行旋转运算，可以将系统哈密顿算符
Ĥ 设置为 Eσ̂, ，条件为 σ̂ ∈ {X̂, Ŷ , Ẑ} 。通过替换
η = 2Et/h̄ ，我们得到：

Û(Ĥ, t) = e−
it
h̄ Ĥ = e−

iα
2 σ̂ = R̂σ(η), (24)

R̂σ(η)是保利旋转算符，E 是由 Ĥ |ψ(t)⟩ = E |ψ(t)⟩描
述的量子系统的能量。

A.2.量子机器学习（QML）综述
量子计算提升机器学习算法的潜力导致量子机器学习
（QML）的出现 [48] ，这是一门利用量子力学现象可
能解决在经典上无法处理的学习问题的学科，通过增
强的计算范式 [48] 。QML 的核心是：1）特征映射，
将经典输入数据编码为量子态；2）变分近似方案，对
量子态进行量子变换。已经证明，PQC 是渐近通用函
数逼近器 [6, 50] 。已经探索了几种标准化的 QML 算
法，包括量子主成分分析 [32] 、量子支持向量机 [44]
、量子玻尔兹曼机 [3] 和量子 k 均值聚类 [27] 。
特征映射。将经典欧几里得数据 x 集成到量子计算框
架中需要进行非平凡的映射，将其转化为希尔伯特空间
H 中的量子态 |ψ(x)⟩ 。现有几种既定的编码技术，包
括基编码、幅度编码、哈密顿演化编码，每种技术在量
子比特效率和电路深度复杂性上各有不同的权衡。然
而，最优编码方案的确定仍是一个开放的研究挑战，因
为编码保真度 F(x) = | ⟨ψideal(x)|ψencoded(x)⟩ |2 、资
源需求和任务特定的性能指标（例如，分类准确性或函
数逼近误差 ϵ ）之间的关系在不同问题域上的特性尚
不清楚。
变分 Ansatz。嵌入在状态 |ψ(x)⟩ 中的经典信息的量子
演化需要参数化酉 Ansatz Û(θ) ∈ C2n×2n 作用于 n 量
子比特系统。物理上，Ansatz 是通过此类酉变换的顺
序组合构建的，形式上表达为 Û(θ) = T

(∏t
i=1 Ûi(θi)

)
，其中 T 表示管理门序列实现的时间排序算符。这引
入了一个希尔伯特空间变换 Û(θ) : H → H ，通过操
作 |ϕ(x,θ)⟩ = Û(θ) |ψ(x)⟩ 将输入状态映射到处理后的
输出状态。
测量。通过利用厄米观测量 Ô 对演化后的量子态
|ϕ(x)⟩ 进行投影测量，量子计算最终在于从中提取统
计数据，其中计算输出形式上定义为期望值：V (x) =
⟨ϕ(x)| Ô|ϕ(x)⟩。根据玻恩规则，测量使量子态塌缩，从
而将获取嵌入的经典信息限制在从重复测量中得到的
统计估计值。观测量 Ô 的选择从根本上决定了测量协
议的信息理论容量及其计算复杂度。
训练变分 Ansatz。与构建计算图并进行反向传播不

同，训练量子电路仅涉及前向评估。为了最小化依赖测
量的代价函数，确切的梯度可以通过在基向量的移位
参数下进行量子电路评估来计算，表示为：
这种技术，即参数平移规则，利用单位门生成器的

三角结构（其中 Ûi(θi) = e−iθiĜi ）来实现硬件兼容的
梯度估计，而无需数值近似或持续的电路内存（相对于
需要可微分计算图的经典反向传播的一个关键优势）。

QML 利用对编码数据的单位量子操作来学习通常
表示为期望值的函数，其中 Ô 是厄米可观察量。量子
演化的单位性质保留了内积和范数，确保了编码数据的
频谱成分通过量子电路进行变换。Ô =

∑
k λk|ek⟩⟨ek|

的频谱分解揭示了 f(x) =
∑

k λk|⟨ek|ψ(x)⟩|2 中类傅里
叶结构，其中投影 ⟨ek|ψ(x)⟩ 作为傅里叶系数，而特征
值 λk 与可访问的频率相关。这一基本属性是量子力学
的结果：单位变换保留频谱成分，确保即使是复杂的量
子电路也本质上在频率域中操作。因此，QML 模型的
表现能力直接与其可访问的频率成分相关，影响其推
广和学习结构化数据表示的能力。

A.3.关于贫瘠高原的综述
训练一个变分 Ansatz Ŝ(θ) 基本上受到贫瘠高原现象
的限制，其中随机参数初始化导致整个希尔伯特空间
中成本函数梯度的指数级消失。正如 McClean 等人通
过测度集中分析正式证明的那样：

“... 对于一类广泛的合理参数化量子电路，沿任何合
理方向梯度为零的概率在某些固定精度下以指数级减
小，作为量子比特数量的函数。”
这种现象也被称为贫瘠高原，可以通过数学形式来

表达一个有 n 个量子比特的系统：

Ew[∂wL(w)] = 0, Varw[∂wL(w)] ∈ O
( 1

νn

)
, ν > 1,

(25)
，其中 ν 描述了电路的纠缠能力。方差界的尺度表明，
梯度估计器需要 O(νn) 个测量样本以保持恒定的精度，
导致指数级的资源开销，使得对 n ≫ 1 的实际优化变
得不可行。这带来了挑战，尤其是对于基于梯度的学习。
导致贫瘠高原的因素包括可观测性局部性 [12, 56]，特
定的噪声模型 [59] ，以及一种接近 2-设计的 ansatz，
即与 Haar 随机幺正矩阵匹配到二阶矩 [24, 34] 。这些
因素强调了选择合适的初始化协议，量子 ansatz 设计
和可观测变量的重要性。

A.4.参数化量子电路与贝叶斯推理的连接
由于量子电路本质上是概率模型，它们与贝叶斯推理
在概念上有相似之处。在贝叶斯神经网络（BNNs）中，
概率输出来自于由先验分布支配的参数，训练的重点
在于最大化观察数据标签的条件似然，同时隐含地更
新参数的后验分布。对于参数化量子电路（PQC），虽
然它们利用确定性参数，但由于量子测量的随机性，它
们表现出概率性输出，根据中心极限定理，数量足够大
的测量结果会近似于高斯分布。尽管 PQC 的概率输出
允许基于贝叶斯原理进行解释，它们的训练并不本质
上涉及参数的后验推断，除非明确地在贝叶斯框架内
进行 [25] 。这一区别强调 PQC 的贝叶斯解释源自它
们的测量统计数据，而不是固有的概率参数空间。

B. 现有基于门的量子硬件
类似于之前的工作 [65] ，由于现实中量子硬件在高层
次和实用的视觉计算任务方面尚不成熟，我们在模拟
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Figure 8. 在希尔伯特空间中展示 ansatz 设计及其示例性的可遍历量子态：强纠缠 ansatz（左）和 QVF（右）。在右下方，可
视化了不同电路 ansatz 的可遍历态。

Algorithm 1 QVF 训练协议
1: Input: Training dataset X = {(Θi, si)}Wi=1 ; num-

ber of qubits n ; epochsNepoch ; measurement shots
Nshot ; parameters θ = {θq,θc} ; inverse tempera-
ture β .

2: for epoch = 1 to Nepoch do
3: Classical Inference (Sec. 3.1):
4: Compute energy spectrum E(Θi;θc) .
5: Evaluate Gibbs distribution:

Pi =
e−βEi

Z
, where Z = e−βEj .

6: Quantum State Preparation:
7: Initialise ρ̂0 =

∑2n

i=1 Pi |i⟩ ⟨i| .
8: Quantum Evolution (Sec. ??):
9: Apply ansatz Ŝ(θq) =

∏J
ℓ=1 e

−iθq,ℓĤℓ to ob-
tain:

ρ̂(θq) = Ŝ(θq)ρ̂0Ŝ
†(θq).

10: Measurement and Observables:
11: Estimate ⟨M̂k⟩ = Tr[ρ̂(θq)M̂k] for k =

1, . . . ,K .
12: Gradient Computation of the Loss L (Sec. ?? ):
13: Quantum: ∂⟨M̂k⟩/∂θq via parameter-shift

rule.
14: Classical: ∇θc

L via automatic differentiation
through E(Θi;θc) .

15: Parameter Update:
16: Adam optimiser step with learning rate η :

θ ← θ − η
(
∇θc
L,∇θq

L
)
.

17: end for
18: Output: Optimised parameters θ∗

q , θ∗
c .

器 [8] 上评估了提出的 QVF。现有的基于门的量子平
台——包括超导电路、离子阱、中性原子、光子系统和
量子点——正处于不同的发展阶段，尚未达到大规模、
容错计算所需的成熟度。限制因素包括噪声敏感性、由

于量子退相干导致的有限执行时间以及纠错的必要性。
然而，随着经典机器学习系统的规模不断扩大，带来了
前所未有的计算和能源需求，量子计算技术和硬件的
快速进展 [1] 有望在可以预见的未来解决这些障碍，这
突显了积极探索能在新兴量子计算机（如 QVF）上执
行的应用程序的必要性。

C. 扩展文献讨论
最近的量子机器学习（QML）研究，包括 QIREN [2,
23, 26, 31, 51, 65]，采用了一种统一的架构范式——被
称为三明治结构，其中量子电路嵌入在经典预处理和
后处理层之间。这样的框架将参数化量子电路（PQC）
定位为可训练的傅里叶特征编码器，理论上能够将经
典输入投影到复杂的谱表示中，然后由经典模型进行
处理。虽然这种设计通过用量子电路替代隐藏层来探
索量子增强特征空间，从概念上与经典傅里叶特征网
络（FFNs）相似，但量子生成的傅里叶特征的复杂性
增加了经典模型在解码时的设计要求。
我们在算法 1 中提供了 QVF 的完整训练协议。

C.1.详细变分假设可视化
我们还通过有界的 Haar 随机性可视化我们的 QVF 近
似。图 8 比较了我们的方法和 QIREN 中的不受限于
实数值酉运算的近似之间可达的 Hilbert 态。我们通过
单比特旋转和量子比特间纠缠模式的参数化来突出电
路结构。通过对该近似进行采样，可达的量子态将在
Bloch 球面上进行可视化。

C.2.附加实现细节
接下来我们提供关于实验设置的额外实现细节。QVF
和 QIREN的参数化。QVF被设计为一个紧凑的 QINR
模型。与 QIREN 相比，QVF 无需经典后处理，同时
保持较高的表示精度。在我们的实验中，参数数量是
0.52 ·105（对应于 p = 128）。分别为 QVF和 QIREN。
QVF的 ansatz配置为 J=5和 n=5，而对于 QIREN，
我们使用源代码中的默认深度。准备量子吉布斯态时
的模拟稳定性。在模拟量子吉布斯态的准备时，分区
函数的评估涉及大和小哈密顿本征值的指数运算；参
见公式 (2) 和 (3) ，这可能导致数值不稳定。我们使用
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Figure 9. Qualitative images retrieved from a pre-trained
QVF under the different number of circuit shots. From left
to right, shot counts are 100 , 500 , 103 and 104 , respec-
tively. The rightmost images represent the ground truth.

log-sum-exp 技巧，这是一个为该问题广泛认可的数值
稳定技术。

C.3.数据编码的表达能力
接下来我们理论分析数据编码对模型表达能力的影响。

Lemma 1 Energy inference exhibits functional
equivalence to determining optimal non-linear input-
dependent frequency spectrum embedded within varia-
tional quantum circuits, defining the model’s inherent
expressiveness.
如同 Schuld 等人所示，形式为 U(x) = W 2g(x)W 1

的变分电路在测量电路期望值 ⟨M̂⟩ 时承认一种截断傅
里叶型展开：

⟨M̂⟩ = ⟨0|W 1†g(x)
†
M̃g(x)W 1 |0⟩ =

∑
w∈Ω

cwe
iwx, (26)

，其中W 1 和W 2 是任意幺正矩阵。有效测量算符定义
为：M̃ =W 2†M̂W 2 ，而 g(x) 作为应用于物理系统的
数据编码模块。值得注意的是，不同于 Schuld等人—其
编码门分析限制为用于数据编码的 Pauli 门— g(x) 可
以包含更一般的操作。制备的输入量子态 |ψin(x)⟩ 可
以被等效地表示为

|ψin(x)⟩ = g(x)W 1 |0⟩ , (27)

，建立推断能量景观与频谱 Ω 之间的直接对应关系，
其中依赖关系被编码在可学习的能量推断框架中。最
优有效测量基由 M̂opt =W 2

opt
†
M̂W 2

opt 给出，同时伴随
着启发式的可学习电路设计 Ŝ(θ) ，它近似为 W 2

opt 。

D. 使用不同数量样本（次）的图像表示
在有限采样下，图像的量子信息噪声比（QINR）主要
由量子测量固有的统计不确定性决定。图像质量取决
于拍摄次数，即 QINR 查询的重复次数。我们在图 9
中通过逐步减少从 100 到 104 增加拍摄次数的情况下

Figure 10. 使用在 50 张图像集合上预训练的 QVF 获得的
一些图像修复结果。

Method no noise σ = 0.01 σ = 0.05 σ = 0.1
Ours (Gaussian) + ReLU 30.06 ± 0.1 30.1 ± 0.1 28.42 ± 0.1 25.78 ± 0.2
Ours (Identity) + ReLU 30.02 ± 0.2 29.6 ± 0.1 27.98 ± 0.2 25.96 ± 0.2
Ours (Gaussian) + Sin 32.59 ± 0.2 32.4 ± 0.2 30.66 ± 0.1 27.94 ± 0.2
Ours (Identity) + Sin 32.67 ± 0.3 32.8 ± 0.2 30.34 ± 0.2 28.12 ± 0.2

Table 3. QVF 的性能在有噪声电路的情况下（二维图像
PSNR）。σ 是模拟量子电路不忠实度的扰动比例。

的拍摄噪声伪影，来展示拍摄次数 Nshot（每张图像总
计）的影响。不同拍摄次数所观察到的噪声模式是所提
出的 QVF 的 ansatz 的特征，将作为未来研究的参考。
带有量子电路噪声的评估可以为 QVF 在近期量子

硬件上的实际部署提供有价值的见解。因此，我们研究
量子门不忠度对 QVF 性能的影响，即，量子操作中错
误和噪声的主要来源。门操作不忠度源于量子硬件中
本质的控制不完美，导致实际执行的门操作与期望行
为之间存在随机偏差。这些不完美限制了门的保真度
到有限精度，可以有效地建模为在有限范围内的零均
值扰动。为了模拟这种噪声的影响，我们引入了具有变
化标准差的零均值高斯扰动：较高的值对应于当前近
期量子设备的典型噪声水平，而较低的值反映了未来
硬件的预期改进。这些实验在选定的 2D 图像上执行，
使用与主要部分（第 ?? 节）中相同的 PennyLane 量子
硬件模拟器 [8] 。我们在表 3 中报告了不同量子门扰动
比 σ 下的结果，以量化在不同噪声环境下性能的退化。
正如预期，增大 σ 导致 2D 图像 PSNR 的下降。即使
在 σ = 0.1 下，我们也实现了 PSNR 为 ∼25 dB 或更
高（参见图 9 ）。

E. 应用于图像修复
QIREN [65] 和 3D-QAE [43] 的局限性在于它们依赖
于固定的潜在表示或刚性的插值机制，因此无法从部
分或损坏的输入中重建完整、连贯的输出。QVF 通过
将量子电路的拓扑结构基于查询点和动态潜在空间进
行调整，解决了此类限制，从而实现了如图像修补等应
用。对于具有遮挡或损坏像素的图像，该电路识别潜在
空间中的一个向量，以最小化量子电路所学习的预测
多维属性与观察到的噪声值之间的差异。优化后的潜
在向量对量子电路进行调节，从而实现丢失场属性的
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Figure 11. 使用预训练的 QVF 从部分且有噪声的输入深度图完成 3D 形状的可视化；α 是噪声比率。

Figure 12. (a) 使用 QVF 和经典基准 [41] 的几何表示比较；底部显示的是真实值；(b) 通过颜色编码的 Hausdorff 距离图可
视化表示保真度：颜色代表与真实值的距离。渲染图像使用颜色渐变（蓝色 > 绿色 > 黄色 > 红色）表示递减的 Hausdorff 距
离水平。

恢复。根据实验结果，我们遮挡了一半的图像像素，并
通过该协议重建完整的图像。使用在 50 图像上预训练
的 QVF 进行图像修补的代表性结果在图 Fig. 10 中
可视化，展示了 QVF 在这种极端稀疏性下也能提供令
人满意的性能并准确恢复图像，这使得 QVF 成为这些
任务中一个很有前途的量子电路架构。QVF 还可以在
将来实现对更大规模图像先验的学习。

F. 应用于从部分且有噪声的深度图进行形状
补全

类似于图像修复，QVF 可以用于在给定噪声深度图
时完成 3D 几何的任务。我们采用与图像相似的设
置，通过在深度维度上裁剪一半的样本来实现。然
后，我们研究施加于深度图上的零均值高斯噪声在
不同扰动比例 α 下的效果；参见图 5 -(b)。形状补
全性能在逐步增加的扰动比例下进行量化，参数化为
α ∈ {0, 0.005, 0.01, 0.02, 0.03} ，其中 α = 0 对应于理
想化的无噪声场景。这种定性分析表明，随着噪声的增
加，重建保真度会单调下降，正如图 11 中通过渐进的
几何失真和表面不规则性所证明的那样。

G. 附加三维几何可视化
结合表格 2 中的定量结果摘要，图 12 -(a) 提供了重
建的三维几何结构的定性比较，对比了经典基线 [41]
与 QVF。基线在表示细节时表现出拓扑不一致的趋势。

QVF 展示了增强的结构连贯性，生成了无可见伪影的
拓扑完整的几何结构，其保存细粒度特征的能力证明
了这一点。使用颜色编码的每表面 Hausdorff 距离分布
的进一步几何分析（见图 12 -(b)），揭示了基线（上）
和我们方法（下）的系统几何偏差。这证实了 QVF 在
细粒度细节（如沙发腿）上的高三维表现逼真度。同
时，两种模型的颜色分布很好地对齐，意味着 QVF 继
承了经典组件的表现力并进一步增强了它。这种基本
的相互依赖性需要平衡的联合设计：尽管量子电路扩
展通过希尔伯特空间探索增强了表现力，其操作保真
度关键依赖于经典网络提供准确编码查询坐标的能力。
QVF 的最佳特性需要在经典模型组件的表现能力和量
子资源的配置之间找到平衡。
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